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Die Entwicklung der modernen Tecbnik drängt auf stärkere 
Heranziebung der mathematiscben Metboden. Der Ingenieur 
indessen, welcber bereit ist, sieb mit dem nötigen Rüstzeug 
zu verseben. siebt sieb vergeblicb nacb kurzen Darstellungen 
um, die geeignet wären, ibn scbnell in das besondere Gebiet, 
das ibn gerade interessiert, einzufübren. — Diese Lücke will 
vorliegende Sammlung ausfüllen. Sie setzt sieb zum Ziel, dem 
Ingenieur Scbriften zu bieten, welche auf etwa 100 Seiten 
für ein eng begrenztes Gebiet die matbematiscben Metboden 
einfacb und leicbtfaßlicb ableiten und deren Verwendbarkeit, 
in den einzelnen Teilen von Physik und Tecbnik aufdecken. 
Dabei kann Vollständigkeit der Beweisführung, die vom Stand- 
punkte wissenscbaftlicber Strenge erstrebenswert wäre, bier 
nicbt erwartet werden. Vielmehr wird besonderer Wert darauf 
gelegt, Dinge, die für die Anwendungen von Wichtig- 
keit sind, nicbt zugunsten wissenschaftlich er Strenge 
zurücktreten zu lassen. Die Darstellung der einzelnen 
Gebiete wird so gebalten sein, daß jede ein abgescblossenes 
Ganzes für sich bildet. 
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Vorwort. 

Obwohl es schon eine größere Anzahl von Schriften über 
Vektoranalysis gibt, bin ich doch gern der Aufforderung des Heraus- 
gebers dieser Sammlung nachgekommen, ein Buch über denselben 
Gegenstand zu schreiben. Denn wegen der fundamentalen Bedeutung 
der Vektoranalysis für die Behandlung der theoretischen Physik 
kann es nur von Vorteil sein, wenn diese Methode von möglichst 
vielen Seiten beleuchtet wird. Anderseits glaube ich auch in diesem 
Buche einiges Neue zu bieten, wie dies der kundige Leser sofort 
bemerken wird. 

Die Vektoranalysis fordert, wie jede neue Methode, eine gewisse 
Mühe, um sich mit ihr vertraut zu machen. Man darf aber diese 
verhältnismäßig leichte Mühe nicht scheuen. Denn hat man sich 
einmal mit den Regeln der Vektoranalysis vertraut gemacht, so 
wird man ihre Vorteile bald schätzen lernen. Ein Vorteil besteht 
darin, daß man^ sich schnell über die räumliche Verteilung ver- 
schiedener Größen Klarheit schaffen und mit ihnen rechnen kann, 
ohne an ein bestimmtes Koordinatensystem gebunden zu sein. 

Der nächste Schritt, nachdem man sich gewisse räumliche 
Vorstellungen einer physikalischen Erscheinung zurechtgelegt hat, 
besteht darin, diese Vorstellungen durch analytische Formeln aus- 
zudrücken. Hierbei wird man zur Vektoranalysis greifen, um mit 
ihrer Hilfe diese Vorstellungen zu fixieren und zu ordnen. Die 
weiteren Rechnungen übernimmt die gewöhnliche Analysis, deren 
Sache es auch ist, die vektoranalytischen Transformationen in 
ihrer Sprache auszudrücken. 

Dieser Anschauung entsprechend, zerfällt das vorliegende Buch 
in zwei Teile. Der erste Teil behandelt die Vektoranalysis als 
selbständige Disziplin, ohne auf ein bestimmtes Gebiet der Physik 
zugeschnitten zu sein. Dabei wird aber immer im Auge behalten, 
daß das Buch für Physiker bestimmt ist. Jeglicher Gebrauch 
von Koordinatensystemen zum Beweise irgendwelcher 
vektoranalytischen Transformationen ist gänzlich ver- 
mieden. Der Schwerpunkt der Vektoranalysis liegt in der Unter- 
suchung der räumlichen Verteilung eines Vektors und seiner Ab- 
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hängigkeit von der Zeit. Deshalb ist hierauf besonderes Gewicht 
gelegt. Anderseits glaubte ich auch die sogenannten Tensoren 
ausführlicher behandeln zu müssen, da sie in der theoretischen 
Physik vorkommen und ihre Kenntnis den zweiten Teil dieses 
Buches von vielen Transformationen entlastet. 

Der zweite Teil behandelt einige Gebiete der theoretischen 
Physik zu dem Zweck, die Anwendbarkeit der Vektoranalysis zu 
zeigen. Deshalb ist selbstverständlich von jedem Beweis der Grund- 
lagen der einzelnen Gebiete abgesehen, um so mehr, als diese in 
den verschiedenen Bändchen dieser Sammlung behandelt werden 
sollen. Es ist nur gezeigt worden, wie man mit Hilfe der Vektor- 
analysis leicht von den Grundlagen bis zu gewissen Endformeln, 
resp. Resultaten gelangen kann. Das erfordert mit Hilfe der ge- 
wöhnlichen Analysis oft umständliche Rechnungen, welche die 
Übersicht erschweren. Die Vektoranalysis hingegen läßt uns nie 
den Faden beim Gedankengange verlieren, da sie ständig unsere 
Baumvorstellungen fixiert. 

Die Darstellung selbst ist, dem Ziel dieser Sammlung ent- 
sprechend, so gehalten, daß ein Leser, welcher mit der Differential- 
und Integralrechnung vertraut ist, die verschiedenen Rechnungen 
verfolgen kann. Um das Aufsuchen der verschiedenen Formeln zu 
erleichtern, ist am Schluß des ersten Teiles eine Tafel hinzugefügt, 
welche die wichtigsten Formeln enthält. 

Zum Schluß möchte ich die Gelegenheit benutzen, um dem 
Herausgeber dieser Sammlung, sowie Herrn Ingenieur Fritz E m d e 
(Berlin) und Herrn Prof. Dr. H.W. Schmidt (Gießen) für manchen 
wertvollen Hinweis und Ratschlag, welche zur Klärung des Textes 
beigetragen haben, und auch für die Mühe, der sich die genannten 
Herren bei Lesung der Korrekturen unterzogen haben, meinen auf- 
richtigsten Dank auszusprechen. 

Gießen, Juli 1909. 

W. V. Ignatowsky. 



I 

41 



Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

Vorwort III 

Literaturverzeichnis VII 

Kapitel I. 

Elementare Yektoroperationen. 

Einleitung 1 

1. Addition und Subtraktion von Vektoren 2 

2. Einführung eines rechtwinkligen Achsensjätems 4 

3. Multiplikation von Vektoren. Skalares Produkt 5 

4. Das Vektorprodukt 6 

5. Produkte von drei und vier Vektoren 9 

Kapitel IT. 
Dififerentialoperationen. 

6. Differentiale von Vektoren und von Produkten von Vektoren 12 

7. Differentialquotienten 14 

8. Einführung des Operators V 14 

9. Anwendungen des Operators V IG 

10. Weitere Beispiele für den vektoriellen Differentialquotienten 
erster Ordnung 21 

11. Die Behandlung von V als Vektor 24 

12. Vektorielle Differentialquotienten zweiter Ordnung 27 



Kapitel III. 
Integraloperationen. 

13. Die Operation rot, der Stokessche Satz und andere Linien- 
integrale 29 

14. Der Gaußsche Satz und andere Oberflächenintegrale. ... 31 

Kapitel IV. 
Allgemeine Folgeriingen. 

16. Rotor und Divergenz des Radiusvektors X 34 

16. Die Änderung eines Vektors in der nächsten Umgebung eines 
festen Punktes 35 

17. Darstellung eines Vektors als Summe eines Rotors und eincd 
Gradienten 38 

18. Anderer Beweis der vorstehenden Zerlegung 42 

19. Der Green sehe Satz 44 



VI Inhaltsverzeichnis. 



Seite 

20. Das Potential 46 

21. Partielle Differentiation 50 

22. Einführung der Abhängigkeit von der Zeit 51 

Kapitel V. 
Allgemeine Bemerkungen. 

23. Mehrfach zusammenhängende Räume 55 

24. Mehrdeutige Funktionen 58 

25. Unstetigkeiten 61 

26. Ableitung einiger allgemeinen Ausdrücke 64 

Kapitel VI. 
Geometrische Darstellung. 

27. Vektorlinien und Niveauflächen 67 

28. Lamellare Felder 68 

29. Solenoidale Felder 69 

80. Allgemeinere Fälle 70 

Kapitel VII. 
Analytische Darstellung. 

31. Skalares und vektorielles Produkt 72 

32. Tangente und Krümmungsradius einer Raumkurve .... 72 
33 Einführung krummliniger orthogonaler Koordinaten .... 73 

34. Einige vektoranalytische Operationen ausgedrückt mittelst 
orthogonaler krummliniger Koordinaten 77 

35. Beispiele 81 

36. Einführung der Krümmungsradien der zu den Vektorlinien 
orthogonalen Flächen 83 

Kapitel VIII. 
Verschiedene Arten von Vektoren. 

37. Polare und achsiale Vektoren 86 

38. Gewöhnliche und Pseudoskalare 87 

39. Allgemeine Sätze 88 

40. Tensoren ' 90 

41. Dyaden 98 

42. Das Tensorellipsoid 95 

43. Koordinatentransformation 97 

44. Weitere Eigenschaften eines Tensors 98 

45. Hilfstensoren 102 

Formeltafel 109 

Sachregister 112 



Literaturverzeichnis. 

Abraham, M. Geometrische Grundbegriffe. Encykl. d. luathem. Wiss. 

IV. 14. Leipzig 1901, B. G. Teubner. 
Bucherer, A« Elemente der Yektoranalysis mit Beispielen aus der 

theoretischen Physik. 2. Aufl. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
Föppl-Abraham« Theorie der Elektrizität. 2. Aufl. Bd. L Leipzig 1904, 

B. G. Teubner. 
FöppI, A« Vorlesungen über technische Mechanik. Insbesondere Bd. V. 

Leipzig 1907, B. G. Teubner. 

Die Geometrie der Wirbelfeldex. Leipzig 1897, B. G. Teubner. 

Gans, B« Einführung in die Vektoranalysis mit Anwendungen auf 

die mathematische Physik. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 
Gibbs- Wilson» Vector Analysis. A text-book for the use of students 

of mathematics and physics. New-York-London 1907, Ch. Scrib- 

ner*8 Sons. 
Jahnke^ E« Vorlesungen über die Vektorenrechnung. Mit Anwendungen 

auf Geometrie, Mechanik und mathematische Physik. Leipzig 1905, 

B. G. Teubner. 
Jaamann^ 6. Die Grundlagen der Bewegungslehre von einem modernen 

Standpunkt aus dargestellt. Leipzig 1905, A. Barth. 
Yalentiner, S» Vektoranalysis. Leipzig 1907, Göschen 



Einleitnng. 

Man unterscheidet in der Physik zwei Arten von Größen: Ska 
lare und Vektoren. Ein Skalar stellt einen Zahlen wert dar, welcher 
das Verhältnis zu derjenigen Einheit angibt, die zur Messung der be- 
treffenden Größe dient. Zu dieser Art von Größen gehört die Tempe- 
ratur, Dichte, Energie u. a. Ein Vektor besitzt außer dem erwähnten 
Zahlenwert noch eine bestimmte Richtung. Deshalb unterscheiden 
sich die Vektoren untereinander nicht nur durch ihre Zahlen werte, 
sondern auch durch ihre Richtungen. Den Zahlenwert eines Vektors 
nennt man den Betrag eines Vektors. Vektoren sind z. B.Kraft, ' ' 
Geschwindigkeit, Beschleunigung usw. Gewöhnlich wird ein Vektor / 
dui'ch eine Strecke dargestellt, deren Länge in einem gewissen Maß- 
stabe dem Betrag des Vektors gleich ist, und deren Richtung die 
Richtung (und den Richtungssinn) des Vektors angibt. Da die 
Projektion einer Strecke auf eine feste Richtung bei einer paral- 
lelen Verschiebung der Strecke sich nicht ändert, so kommt es 
auf die Lage des Anfangspunktes derjenigen Strecke, welche einen 
Vektor darstellt, nicht an. 

Wir werden uns, wie es allgemein üblich ist, zur Kennzeichnung 
von Vektorenderfettengotischen Buchstaben bedienen, während 
skalare Größen durch lateinische oder griechische Schrift 
dargestellt werden sollen. Der Betrag eines Vektors % wird durch 
I % I ausgedrückt oder durch einen entsprechenden lateinischen 
Buchstaben, je nachdem es bequemer ist. Einen Vektor, dessen Be- 
trag gleich eins ist, nennt man Einheitsvektor. Wir werden 
einen solchen Vektor durch den Index hervorheben. Demnach 
ist der Einheitsvektor von % gleich %^ . Hieraus ergibt sich sofort, daß 

ISu. 

Da jeder Vektor eine bestimmte RicWwng und einen bestimmten 
Betrag hat, so können zwei Vektoren dann und nur dann gleich sein, . 
wenn ihre Beträge gleich sind und ihre Richtungen nebst Richtungs- 
sinn zusammenfallen. 

Die Dimensionen eines Vektors schreibt man gewöhnlich dem 
Betrage zu, während der' entsprechende Einheitsvektor als dimen- 
sionslos aufgefaßt wird. 

T. Ignatowsky, Vektoranalysis. I. 1 
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Der Einlieitsvektor längs der Normale einer Oberfläche soll 
durch tt ausgedrückt werden und bei einer geschlossenen Oberfläche 
stets nach außen hin gerichtet sein. 

Neuerdings bezeichnet man z. B. durch 31^ die Komponente des 
Vektors 3C längs der X-Achse eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. Wir wollen dieser Bezeichnungsweise nicht folgen und 
zwar aus dem Grunde, weil wir die Bezeichnung Sl^, oder ^^ für 
denjenigen Wert eines Tensors ^ aufgehoben haben, den dieser 
annimmt, falls der den Tensor bestimmende Vektor r^ mit der 
X-Achse zusammenföllt. 

Die weiteren Bezeichnungen ergeben sich aus dem Text und 
entsprechen im übrigen den allgemein verbreiteten. 

Kapitel I. 

Elementare Yektoroperationen. 

1. Addition und Subtraktion von Vektoren. Gegeben 
seien zwei Vektoren 3C und ß. An den Endpunkt von 3C legen 

wir eine Strecke, welche dem Betrag und der 
Richtung nach gleich ß ist (Fig. l). 

Man bezeichnet als Summe von ;2l und ß 
denjenigen Vektor H), welcher den Anfangs- 
punkt von 5C mit dem Endpunkt von ß { 
verbindet und nach diesem Endpunkt hin \ 
gerichtet ist. Dadurch ist der Betrag und 
die Richtung der Summe H vollständig be- 
stimmt. Man drückt diese Summe durch die 
Gleichung aus 

Fig. 1. (1) 3C + KB = U. 

Sind ^ und ß gleichgerichtet, so wird auch m mit dieser ge- 
meinsamen Richtung zusammenfallen, und (1) geht über in eine 
Addition der Beträge, d. h. in eine gewöhnliche Addition skälarer 
Größen. 

Nehmen wir statt ß den negativen Vektor — jÖ, so folgt aus 
analogen Betrachtungen und Fig. 1 

(2) ;x + (- jö) =- ;x - 6 = (E. 

Die Gleichungen (l) und (2) bilden die Regeln für die Addition 
und Subtraktion von Vektoren. Es sind hierbei H und (i nichts 
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anderes als die Diagonalen der Parallelogramme, gebildet ans ;3( 
und jö, resp. aus 3C und — ß, ' 

Daß es in (l) und (2) auf die Reihenfolge der Glieder nicht 
ankommt, ersieht man sofort aus Fig. 2. Wir können deshalb all- 
gemein schreiben 

(3) a + iö = K3 + ;x, 

d. h. das kommutative Gesetz behält seine Gültigkeit bei der 
Addition und Subtraktion von Vektoren. 

Die Beziehungen (l) bis (3) sind leicht auf eine beliebige An- 
zahl von Vektoren zu erweitem Denn je zwei Vektoren können 
zu einem vereinigt werden und demzufolge nacheinander alle Vek- 
toren durch einen einzigen dargestellt werden. Da es hierbei, wie 
leicht aus der geometrischen Konstruktion zu ersehen ist, auf die 
Gruppierung der Vektoren untereinander nicht 
ankommt, so können wir z. B. für drei Vek- 
toren die Identität schreiben 

(4) 5C + (iö + c) = (3C + iö) + ar. «/ >- i^ 

Diese Gleichung drückt die Gültigkeit des 
assoziativen Gesetzes aus. 

Fügt man eine beliebige Anzahl von Vek- 
toren so zusammen, daß der Anfang des einen 
mit dem Ende des andern zusammenfallt, so folgt aus (l) bis (4), 
daß die Strecke, welche den Anfangspunkt des ersten Vektors mit 
dem Endpunkt des letzten verbindet, nach Größe und Richtung 
gleich sein wird der Summe der gegebenen Vektoren. Da man jeden 
der zu addierenden Vektoren beliebig^ klein nehmen kann, so er- 
hellt hieraus ohne weiteres die Bedeutung des Integrals 

(5) 3i=fdl, 

a 

wo (21 eines der gerichteten Linienelemente einer beliebigen Raum- 
kurve bedeutet. Dieser Vektor 3C ist nichts anderes als ein Vektor, 
der die beiden Endpunkte a und h der gegebenen Kurve verbindet. 
Ist die Kurve geschlossen, so folgt unmittelbar 

a 

(6) %^fdi «/dl = 0. 

a L 

Hierbei bedeutet X, wie später stets in diesem Buche, 
eine geschlossene Kurve. 

1* 




I. Elementare Yektoroperationen. 



A 




2. Einführung eines rechtwinkligen Achsensystems. Aus 

den Erörterungen in Nr. 1 ist ersichtlich, daß wir einen Vektor 2i 
als die Summe einer beliebigen Anzahl von Vektoren auffassen \ 
können. Im besonderen können wir ^ durch drei nicht komplanare 
^^/;A<wf/^t^> ••/Vektoren darstellen, d. h. durch Vektoren, die nicht ein"und der- 
(Lt/iA^..-!". selben Ebene parallel sind. Dieser Fall ist deshalb wichtig, weil 
die Kenntnis dreier solcher Vektoren genügt, um einen Vektor ^ ' 

im Eaume yallständig zu be- \ 
^ stimmen. Die Beträge dieser 

drei Vektoren nennt man die 
Komponenten des Vektors^ 
längs der drei nicht kompla- 
naren Bichtungen. 

Wir nehmen jetzt diese drei 
1^ Richtungen senkrecht zueinan- 

der an, d. h. führen ein recht- 

Y winkliges Koordinatensystem 

^ X, T, Z ein. Bezeichnen wir 

die Komponenten von ^ längs 
den Achsen X, Y, Z durch Ä^, 
^8- 3- Jg, A^ und die Einheitsvek- 

toren längs derselben Achsen 
durch f, i, h, so erhalten wir nach den Regeln der Addition von 
Vektoren und aus dem Begriffe des Einheitsvektors (siehe Einleitung) 

(7) :K = Ä,i + A,i + A^h, 
wobei die Komponenten sich berechnen aus: 

(8) ^i = |;2C|cos(;3(ir); A^ = \:^\cos{7iy)\ A^=-\Xcos(piz). 

Die Einheitsvektoren f, f, h nennt man Grundvektoren. 
/ Das Koordinatensystem, das wir später durchweg benützen 
(werden^ soll das sogenannte Rechtssystem sein. Hierbei ist die 
^ Drehung, welche man der X-Achse um die Z- Achse herum erteilen 
, muß, um sie zum Zusammenfallen mit der F- Achse zu bringen, 
eine rechtsläufige, falls man in Richtung der positiven Z- Achse 
blickt, also im Drehsinn des Uhrzeigers. (Siehe Fig. 3, wo zugleich 
die Gruudvektoren in der richtigen Lage eingezeichnet sind). 

Dieses System kann auch durch Daumen (X-Achse), Mittelfinger 
(F- Achse) und Zeigefinger (Z-Achse) der linken Hand dargestellt 
werden. Auf diese „Fingeri'egel" werden wir uns weiterhin öfters 
berufen. 
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3. Multiplikation von Vektoren. Skalares Produkt. 

Aus dem Begriff Einheitsvektor und Betrag eines Vektors folgt un- 
mittelbar die Eegel der Multiplikation eines Vektors mit einem 
Skalaren Faktor. Es ist also 

(9) ;3t==ma, 

wo ^ ein Vektor ist, dessen Eichtung mit derjenigen von n zu- 
sammenfällt und dessen Betrag ist 

(10) |5l|-w|a|. 

Durch (9) und (10) ist diese Art der Multiplikation voll- 
ständig bestimmt. Da sie sich durch nichts von den Eegeln der 
gewöhnlichen Algebra unterscheidet, so gilt hier das assoziative 
und kommutative Gesetz, d. h. es ist 

(a) m(na) = (mn)ö, wa = a«, 
und das distributive Gesetz: 

(b) w(a + r) = wa + wr, (m + n)ü = ma + wa. 

Wir gehen jetzt zu dem skalaren Produkt zweier Vektoren 
über. Unter einem solchen Produkt verstehen wir einen Skalar, 
dessen Wert gleich ist dem Produkt der Beträge der gegebenen 
Vektoren, multipliziert mit Jem Kosinus des eingeschlossenen 
Winkels. Ein solches Produkt zweier Vektoren ;3C und jß be- 
zeichnen wir durch !^ß 

Laut Definition haben wir also: 

(11) a6 = |5l|-|iB|cos(;3C6). 
Hieraus ist leicht zu ersehen, daß 

(c) ;3CiB = iBa 

ist, d. h. bei der skalaren Multiplikation zweier Vektoren wird das 
kommutative Gesetz befolgt. Auch das distributive Gesetz bleibt 
erfüllt. Aus einer einfachen geometrischen Konstruktion schließt 
man: 

(d) (Z + ß)€^:K€ + ß€. 

Sind ^ und ß senkrecht zueinander, dann folgt aus (11), daß 
das skalare Produkt dieser beiden Vektoren gleich Null ist. Also 
ist far ;31J_ 6: 

(12) ;3ClB-0. 
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Es folgt hieraus im Hinblick auf Nr. 2 

(e) i| = ih:«fe|«o. 

Bezeichnen wir den Betrag von ;3C durch Ä und den Einheits- 
vektor längs ;2C durch ;3(o, d. h, setzen 

(♦V *™ -A (♦Vq ) 

dann ergibt (11) 

(13) ;3la«a'-^^ (14) ;3C5(o=^. 

Deshalb ist / . •/;, »^ ' 

(f) ft=.ii = kft«l. / ■// • 

4« Das Vektorprodukt. Gegeben sei ein ebenes Flächen- 
element. Dieses Element kann man von zwei Seiten aus betrachten. 
Die eine der Seiten soll als die positive, die andere als die nega- 
tive bezeichnet werden. Auf der positiven Seite errichten wir als 
Normale den Einheitsvektor n, dessen positive Richtung vom 
^ Flächenelement nach außen festgesetzt wird. Das 

df Flächenelement wird von einer Kurve begrenzt, deren po- 
sitive ümlaufsrichtung einer rechtsläufigen Drehung, um 
n als Achse, laut Nr. 2 entsprechen soll. Wir bezeichnen 
/^TA///* das Flächenelement durch einen Vektor df^ dessen Be- 
V4jf^ trag df gleich dem Flächeninhalt des Elementes ist, und 
dessen lÜchtung mit n zusammenfällt. Demnach ist also 

(15) \df\=-df, df^dfu. 



Fig. 4. 



Wir sehen also, daß dieser Vektor df (Fig. 4) sich ^ 
ganz wesentlich von den bisher behandelten Vektoren \ 
unterscheidet und zwar dadurch, daß er eine ganz bestimmte Um- ) 
laufsrichtung, um^ sich selbst, als Achsfi, festlegt. Wir kommen 
später in Nr. 37 noch einmal besonders auf diese Art von Vek- 
toren zurück. 

Da die Summe von Vektoren wieder einen Vektor ergibt, so 
wird das Integral 

(a) fdf^€ 

f 

über eine nicht geschlossene Fläche f durch einen Vektor C dar- 
gestellt werden können. 

Wir wollen den Fall untersuchen, daß f eben ist und zwar 
ein Parallelogramm, dessen, Seiten die beiden Vektoren 3i und iQ 



Vektorprodukt. 



sind. Diese folgen aufeinander in der in Fig. 5 angegebenen Weise 
und bestimmen hierdurch die Umlaufarichtung um das Parallelo- 
gramm. 

Setzen wir jetzt den. Wert von df aus (15) in (a) ein und be- 
achten, daß für alle Elemente n konstant ist, so erhalten wir för 
unsere spezielle Annahme 

(16) C-n|;2tHlB|sin(aiB). 

Durch die Umlaufsrichtung, die durch den Pfeil in Fig. 5 an- 
gezeigt ist, bestimmt sich auch die positive Richtung von tt. Sie 
weist von der Zeichenebene hin zum 
Beschauer. 

Die rechte Seite von (16) bezeichnet / C^ 

man gewöhnlich durch 



(17) 



C = [;3CiB] 



u 




Fig. 5. 



I und nennt diesen Ausdruck das Vektor- 
produkt oder vektorielles Produkt der beiden Vektoren ;3C 
und ß. Da € seiner Definition nach ein Vektor ist, so können 
wir sagen, daß das vektorielle Produkt zweier Vektoren, im Gegen- 
satz zu dem skalaren Produkt, wieder einen Vektor ergibt. Die 
Reihenfolge der Vektoren in (17), welche derjenigen der Fig. 5 
entspricht, ergibt uns mit Hilfe der Fingerregel (Daumen — erster 
Vektor in der Klanmier, Mittelfinger — zweiter Vektor) sofort die 
Richtung von C (Zeigefinger) in Über- 
einstimmung mit (16). 

Aus dieser Fingerregel folgt so- 
fort, daß 

(18) [:3(ia]= -[ß:X] 

ist. Hierbei entspricht die rechte Seite 
der Fig. 6. 

Der Ausdruck (18) zeigt, daß das kommutative Gesetz bei 
einem Vektorprodukt nicht erfüllt wird. 

Wir wenden uns jetzt wieder zu dem Integral (a), setzen aber 
jetzt voraus, daß f eine geschlossene Oberfiäche bedeutet, und be- 
zeichnen diese, wie auch späterhin jede geschlossene 
Fläche, durch jF. Die Richtung von df soll der äußeren Nor- 
male der Oberfläche entsprechen. Dies wollen wir im folgenden 
bei ähnlichen Integrationen stets voraussetzen. 




Fig. 6. 
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Für diesen Fall bestimmen wir das skalare Produkt des Inte- 
grals € mit einem konstanten Einheitsvektor a^, d. h. 

(b) ^=-Oe«=-/aotif. 

F 

Dabei haben wir den konstanten Vektor Oq unter das Integral- 
zeichen setzen können. Ä bedeutet nichts anderes, als die Summe 
der skalaren Produkte der einzelnen df mit Hq, oder laut (11) 
die Summe der Projektionen der einzelnen Flächenelemente der 
geschlossenen Fläche F auf eine zu Oq senkrechte Ebene. 

Konstruieren wir einen Zylinder, dessen Erzeugende senkrecht 
zur genannten Ebene ist und die Oberfläche F tangiert, so schneidet 
der Zylinder aus dieser Ebene dasjenige Stück heraus, welches 
gerade mit den Projektionen von den df belegt wird. Diese Be- 
legung wird aber eine doppelte sein und von entgegengesetztem 
Vorzeichen, da wir als positive Normale die äußere angenommen 
haben und infolgedessen als positive Seite der Flächenelemente 
df die äußere Seite. Deshalb wird das Integral (b) gleich Null 

sein für eine beliebige geschlos- 
C sene Oberfläche F. Da aber die 
Richtung von Oq und demnach 
auch die Lage der entsprechen- 
den Ebene vollkommen willkür- 
lich ist, so müssen wir hieraus 
schließen, daß auch allgemein 

(19) ,Af=0 

F 

sein wird, falls F eine geschlos- 
sene Oberfläche bedeutet. 
Wir konstruieren aus den drei nicht komplanaren Vektoren 
H, ;3l, IB ein Prisma Fig. 7, dessen Kanten BB\ CG' und AA' 
gleich und parallel H sind, und wenden auf die Oberfläche dieses 
Prismas die Gleichung (19) an. Der Teil des Integrals (19), der 
sich auf die beiden Flächen ABC und A'B'C' bezieht, ver- 
schwindet, da diese Flächen parallel und gleich groß sind und ent- 
gegengesetzte Normalen haben. Wir erhalten deshalb 

(c) fdf+fdf+fdf^O. 

ABB'A' BCCrSf CAA'C 
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Laut den Ausführungen bei der Ableitung von (16) ist aber 

fdf = [3CII] 

ABB'A' 

und, da, SB' gleich It ist, 

Bccrs' 

Was das letzte Integral in (c) anbetriflPt, so folgt hierfHr, da -40 
gleich H = ;3l + iB ist: 

f CAA'C 

Das Minuszeichen ergibt sich daher, weil die Normale zur 
Fläche CÄA'C' entgegengesetzt dem Vektorprodukt [HH] ge- 
richtet ist. 

Demnach ist 

(20) [öii] = [(:3( + ia)ii] = [;3iii] + [iB^)i], 

woraus folgt, daß das distributive Gesetz bei der vektoriellen 
Multiplikation erfüllt wird. 

Aus (16) ergibt sich weiter, daß das Vektorprodukt von ;2( 
und ß verschwindet, falls die Vektoren ;3C imd jß gleichgerichtet 
sind. Also ist für ;X || KB: 

(21) [;3Cia] - 0. 

Endlich ist ohne weiteres klar, daß man einen skalaren Fak- 
tor m ebenso vor, als auch in die eckigen Klammem eines Vektor- 
produktes setzen kann, d. h. es ist 

(22) m[:Kß] = [w5l, ß] = [51, mß\. 

Als Beispiel von Vektorprodukten können wir solche aus den 
Grundvektoren in Nr. 2 bilden und erhalten 

(d) [fi] = 0; [fi] = 0; [hk] = 0; k - [ü]; } = [ki]; l = [Jk], 

wie man sich mit Hilfe der Pingerregel überzeugen kann. 

5. Produkte von drei und vier Vektoren. Aus (9) folgt 
unmittelbar, falls wir statt m das skalare Produkt w = C(E ein- 
setzen 

(23) ;3Cm=«;x-at;««iB. 
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Hierbei ist 

(24) |lB|=-|;2C|-|«|-|«lcos(C«), 

während die Richtung von ß durch diejenige von ^ bestimmt wird. 
Ersetzen wir bei einem Vektor jp(2^ die skalare Größe p durch 
;X(S^, so erhalten wir ganz analog 

(25) |,(f == ;X« • « = «I 
und 

(26) In I = |:3(| • |«| • \€\ cos(;3(C). 

Die Eichtung von © bestimmt sich durch diejenige von (i. 
Es ist demnach ersichtlich, daß H) und ß völlig verschieden sind, 
obwohl sie von denselben drei Vektoren ;3l, Ü und C gebildet werden. 
Diese Verschiedenheit wird durch die Lage des Punktes in (23) 
und (25) gekennzeichnet. 

Wir wollen jetzt das skalare Produkt m eines Vektors ;2C mit 
einem Vektorprodukt 

untersuchen, d. h. 

(a) w = ;3CC = 5l[KB€]. 

Vergegenwärtigen wir uns die Bedeutung von € laut Nr. 4, 
so sehen wir, daß m das Volumen eines Quaders vorstellt, dessen 
Kanten durch ;3C, IB und Ä gebildet werden. Dasselbe Volumen 
wird aber auch durch iB[(i;3l] und (i[;3CiB] dargestellt; wir können 
deshalb schreiben 

(27) ;2l[lÖ«] =- (i[aiB] = 6[«;2l], 

und diese Ausdrücke sind durch zyklische Vertauschung der drei 
Vektoren ^, i3, <$ entstanden. Bei nichtzyklischer Vertauschung 
wechselt das Produkt (a) sein Zeichen. 
So ist z. B. 

(28) 5l[iB«] = -lB[;3l(i], 

was aus (a) und (18) unmittelbar folgt. 

Wir gehen jetzt zur Bestimmung des Vektorprodukts 

(b) €=-[2[ß(&]] 

über. Es ist leicht zu sehen, daß der Vektor C in der Ebene 
M der beiden Vektoren ß und ^ liegt. Denn der Vektor © = [lß(E] 
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liegt senkrecht zu dieser Ebene und der Vektor C = [^Ö] wieder 
senkrecht zu ;X und D, also in der Ebene M, Hieraus und aus 
(21) folgt, daß, falls ^ senkrecht zur Ebene 
M ist, C gleich Null sein wird. Zerlegen 
wir also ;3C in zwei Vektoren i^ und H, wobei 
II senkrecht zur Ebene M und IQ in dieser 
Ebene liegen mag, so ersehen wir, daß C 
senkrecht zu ^ ist. 

Die Lage von (t bestimmt sich durch f^ 
und H aus der Fingerregel. 

Es sei M die Zeichenebene der Fig. 8 und 
der Vektor Ö = [lß(f ] zum Beschauer gerichtet. 
Wir zerlegen jetzt 1^ in zwei Vektoren n und r, 
wobei a senkrechi zu 6 und r senkrecht zu <S 
ist. Dann erhalten wir, wenn wir unter Iß^ 
den Einheitsvektor längs IB verstehen, unter 
Berücksichtigung der Pingerregel (vgl. Fig. 8) 

[äD] = [a[iB€]] =«HBo|«MJI| = iao|a|-|lB|-|(i|sin(ia€) 

= HB • |a| • \(B\ cos(a(8E) = iB • a(i = iB • 15€ = HB • ;3C(E 

und analog 

[r[lB€J] = -€-5liB. 

Dem;5ufolge wird sein 

(29) € - [:3([1B«J] =[ig[iB€]] = [(a + r)[iBeE]] = HB • ;3(« - € • ^(iB. 

Multiplizieren wir (29) skalar mit einem Vektor jÜK, so erhalten 
wir wegen (27) 

(30) #[5l[HB€]] = [;mXJ[HB«] = »HB • ;»«-#« • :3(HB. 

Wir können ein weiteres Beispiel eines Produktes von vier Vek- 
toren anführen, indem wir in (29) ;3C durch [DU] ersetzen. Es 
folgt dann 

(31) [[«)II][hB«]] = HB • [iBIl]« - (& • [iB!l]HB 
oder laut (27) 

(31a) [[II)!Il][HB€]] = HB • [iKi]® — « • [llHB]iB. 

Nehmen wir an, die drei Vektoren ;X, HB, <S in (a) wären 
komplanar. Dann verschwindet das dreifache Produkt (a). Das- 



12 U. Differentialoperationen. 

selbe findet statt, falls ;3C parallel KB oder ü ist. Also ist für ;X, 
KB, € parallel einer Ebene: 

(32) Z[ß^] = 0. 

Kapitel 11. 

Dlfferentialoperationen. 

6. Differentiale von Vektoren und von Produkten von 
Vektoren. Um den Begriff des Differentials eines Vektors zu er- 
leichtem, greifen wir zu einigen Beispielen aus der Physik. Es 
sei z. B. ;3( eine Kraft, welche an einer Stelle eines Körpers wirkt. 
Diese Kraft kann sich mit der Zeit in ihrem Betrage und in ihrer 
Eichtung ändern. Es soll weiter ein Vektor die Geschwindigkeit 
eines Massenteilchens einer bewegten Flüssigkeit vorstellen. Hierbei 
wird der Vektor an verschiedenen Teilen verschieden sein. Aus 
diesen Beispielen müssen wir schließen, daß sich im allgemeinen 
ein Vektor mit der Zeit und mit dem Ort ändert, d. h. wir müssen 
einen Vektor als Zeit- und Ortsfnnktion ansehen. 

Um die Veränderung eines Vektors mit der Zeit und dem Ort 
verfolgen zu können, führen wir den Begriff des Feldes ein, welcher 
der Elektrizitätslehre entnommen ist; und zwar wollen wir unter 
einem ^Vekloiield einen Baum verstehen, wo jedem Punkt ein 
^^ I bestimmter Vektor zugeordnet ist. Ganz analog wird sich auch 
ein skalares Feld definieren lassen. Wir wollen im allgemeinen 
annehmen, daß ein Feld von der Zeit und von anderen Parametern 
abhängen kann. 

Auf die nähere Untersuchung der Felder gedenken wir spater 
(Kap. VI) einzugehen. An dieser Stelle haben wir die Felder 
lediglich deshalb eingeführt, um den Begriff eines Vektordifferentials 
zu erleichtem. Wir wollen uns jetzt klar machen, was wir unter 
einem solchen zu verstehen haben. 

Gegeben sei ein Vektor ;3(, den wir im allgemeinsten Fall als 
veränderlich mit dem Ort und der Zeit und als abhängig von anderen 
Parametern ansehen müssen. Wir nehmen an, der Vektor Z erleide 
eine unendlich kleine Änderung und gehe über in ;3l . Die Änderung 
\ selbst werden wir, in Analogie mit der Schreibweise der gewöhnlichen 
lAnalysis, durch d;2C bezeichnen. Dem Sinne des Vorhergehenden 
entsprechend, müssen wir annehmen, daß d3i sich nicht nur auf 
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die Änderung des Betrages des Vektors ^ bezieht, sondern auch j 
eine Änderung der Bichtung bedeuten kann. 
Wir werden also setzen 

(33) ;2C' = ;3C + dCa 

und diese Summe als eine geometrische auffassen. (Fig. 9.). 
Hieraus folgt 

(34) 3C' - ;3C = dX 

Wir wollen jetzt das Differential eines skalaren Produktes 
zweier Vektoren ;3C und ß ermitteln. Bezeichnen wir durch ß' 
denjenigen Vektor, in welchen HB nach der Änderung übergeht, 
so erhalten wir für das Differential des skalaren Produktes, nach 
der Definition des Differentials, 

d{3iß)^:^'ß' — :^ß 

oder laut (33) bei Vernachlässigung von kleinen Größen zweiter 
Ordnung ^ ^ 

(35) d(5llß) = :Xdß + ßdTi. 

Ganz analog ergibt sich für das Vektorprodukt 

(36) d[:Kß] = [2idß] + [d[a,lß], 

wobei auf die Reihenfolge der Vektoren zu achten ist. 
Das Angeführte ermöglicht uns, das Differential be- 
liebiger Vektorprodukte zu bestimmen; denn (35) und 

(36) zeigen uns, daß das Differential eines Produktes von Vektoren 
auf dieselbe Weise, wie in der gewöhnlichen Analjsis, erhalten wird. \ 

So ist z. B. 

(37) d{:X[ß€\) =* d3^[ß€] + :X[dß,€] + 7i[ßd€l 
Ferner folgt aus (11) und (35) für iB =- 51: 

(38) d{2^^) = 2l3C|d|;3C| « 2;2CeiX 
Bezeichnen wir den Einheitsvektor längs ^ durch ;3Co, so ist 

(39) ::i ^ \7i\:^Q; dZ = 3iod\:K\ + \:K\d3io. 

Multiplizieren wir den letztem Ausdruck rechts und links skalar 
mit 2 ;2(, so erhalten wir 

2;3CclÄ = 2|;3C|rfj:3(| + \X '2 7id:^Q 




Fig. 9. 



f) 



^ *■- -^ 
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oder wegen (38) 

(40) 3(6Z5lo=-0, 

./^\ d. h. Die Änderung des Einheitsvektors steht immer senkrecht 
^ lauf dem Vektor selbst. Erleidet deshalb ein Vektor ß nur eine 

Richtungsänderung, bleibt er also dem Betrag nach konstant, so 

muß stets sein 

(41) ßdß =-- fuT \ß\ == konst. 

'Dies folgt auch aus (38), falls wir dort ^ dem Betrag nach 
konstant' annehmen, da laut (13) ;3t^ = Ä^ ist. 

7. Differentialquotienten. Teilen wir eine Gleichung zwischen 
Vektoren beiderseits durch einen Skalar, so kommt es hierbei nur 
auf Division der Beträge der entsprechenden Vektoren an. Eine 
solche Teilung ist deshalb gestattet und vollständig sinngemäß. 
Dasselbe läßt sich auch bezüglich der Division eines Produktes 
von Vektoren durch einen Skalar sagen. 

Hiernach können wir die in Nr. 6 erhaltenen Differentiale von 
Vektoren durch das Differential eines beliebigen skalaren Para- 
meters teilen und erhalten so den Differentialquotienten des ent- 
sprechenden Vektors nach einem bestimmten skalaren Parameter. 

Demnach wäre z. B. der Differentialquotient nach der Zeit t 
eines skalaren Produktes zweier Vektoren wegen (35) gleich 

(4.), ^.;,^+«« 

und ganz analog erhalten wir für ein Vektorprodukt 

(") ^-^ - ßM + [^'S]- 

Die Bestimmung des Differentialquotienten von Vektoren oder 
von Produkten von Vektoren nach einem skalaren Parameter er- 
folgt also genau nach den Regeln der gewöhnlichen Analysis. 

8. Einführung des Operators V. Mit Eücksicht auf Nr. 
6 und 7 können wir jetzt die Abhängigkeit* der Änderung eines 
Vektors von der Änderung eines skalaren Parameters bestimmen. 

Dies macht die Vektoranalysis aber noch lange nicht für 
die Beschreibung physikalischer Erscheinungen wirklich brauch- 
bar. Um dies zu erreichen, müssen wir die Beziehungen ableiten, 
die zwischen den Differentialen zweier Vektoren bestehen. So 
ist es von großer Wichtigkeit, den Zusammenhang zwischen der 



i 
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Änderung d^ des Vektors Ü und einer unendlich kleinen Strecke di 
in einem Vektorfeld zu ermitteln. Dabei stellt d;2C die Differenz 
der Vektoren ;3C am End- und Anfangspunkt der Strecke c?l, unter 
der Voraussetzung dar, daß sich ;3( entlang di stetig ändert. Es ist 
ersichtlich, daß in diesem Fallit ;3( nicht nur von dem Betrage, 
sondern auch von der Richtung von di abhängen wird. Die 
gesuchte Beziehung gibt uns Aufschluß über gewisse Eigenschaften 
der räumlichen Verteilung des betreffenden Vektors. 

Um die Ermittelung solcher Beziehungen zu erleichtem, fähren 
wir ein neues Symbol V, „Nabla" genannt, ein.^) unter V ist 
eine ganz bestimmte Rechenoperation verstanden. Für sich allein 
geschrieben, hat das Symbol V keinen Sinn, genau so wenig, wie 
z. B. das Summenzeichen 2 oder das Differentialzeichen d, V muß, ^ 
gerade so wie d, stets in Verbindung mit Skalaren oder Vektoren 
auftreten. Diese Verbindung wird in Form eines Produktes ge- 
schrieben, z. B. Vjp, V;3(, und unter Einhaltung gewisser Regeln 
wie ein Produkt aus-V und den entsprechenden Größen behandelt. 

Wir wollen jetzt definieren, was wir unter einem solchen 
„Produkt" verstehen, und zwar für den Fall, daß in diesem Pro- 
dukt V nur einmal vorkommt. 

Gegeben seien die Produkte Vjp, V;3(, [V;3C] usw. Wir be- 
stimmen ein solches oder ähnliches Produkt nach folgender Regel, 
die zugleich als Definition von V dienen soll. 

Man setze in das Produkt statt V das gerichtete 
Flächenelement e?f, integriere über eine geschlossene 
Oberfläche F, teile durch das von F eingeschlossene 
Volumen V und gehe dann zur Grenze V = über. Hier- 
bei sollen diejenigen Größen, weTcheTmT^roäukt vor 
V stehen, bei der Integration über F als konstant be- 
trachtet werden. 

Durch diese Regel ist ein solches Produkt vollständig bestimmt 
und seine Berechnung festgelegt. 

Man kann demnach mit Recht V als einen besonderen Operator 
bezeichnen. Da dieser Operator durch die gerichtete Größe df 
ersetzt wird, so hat V den Charakter eines Vektors. Deshalb 
erscheint auch die oben benutzte Schreibweise [V;2l] d. h. „Vektor- 
produkt aus V und ;3C" gerechtfertigt. 



1) Dieses Symbol wurde zuerst von Hamilton eingeführt. „Nabla** 
bedeutet ein hebräisches Musikinstrument von ähnlicher Form. 
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Wir werden im folgenden an Beispielen den Begriff und die 
Anwendung des Operators V erläutern und dabei einige Beziehungen 
ableiten, die für die Vektoi-analysis von fundamentaler Bedeutung 
sind. 

9. Anwendungen des Operators V. Auf Grund unserer 
Definition in Nr. 8 können wir folgende Ausdrücke hinschreiben. 

fpdf 



Vj» 


-lim ^ 




V3C. 


^ lim ,. 

F=0 *^ 


■ 


f[dm 

lim ^ — - «» — lim 

f_n ' V—n 


F 

V 



(44) 



(45) 



(46) [V;3C] = 

Wir 9ehen zunächst aus der rechten Seite von (44), daß Vjp 
ein Vektor ist, da das Integral eine Summe von Vektoren dar- 
. stellt. Vorläufig ist das Volumen V vollständig willkürlicHT 
^ Um (44) zu deuten, wollen wir eine durch den konstanten 
^o Einheitsvektor üq bestimmte Richtung im Räume willkürlich 
festlegen. 

Multiplizieren wir (44) vor dem Übergang zur Grenze 

mit ÄQ, so erhalten wir rechter Hand y: Dabei ist 

die Konstante 0^ unter das Integralzeichen gesetzt worden. 

Als Volumen V nehmen wir jetzt einen Zylinder, dessen 

p. ^Q Erzeugende parallel iIq ist, und dessen Grund- und Endfläche 

gleich dfund senkrecht zu üq sind. Die Höhe des Zylinders 
sei da. Dann ist V^df da (Fig. 10). Auf der Mantelfläche ist 
nach (12) überall ao^f==0. Für die Gnindfläche erhalten wir 

OQdfp^—pdf, 

weil die Normale zu df entgegengesetzt üq gerichtet ist, und für 
die Endfläche ^ 

%dfp^pdf+ ^^dadf. 

Die Summe dieser beiden Ausdrücke ergibt das gesuchte Ober- 
flächenintegral. Teilen wir es durch V = dfda^ und denken wir 
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uns den Übergang zur Grenze F = ausgeführt, so erhalten wir 
endgültig 

(47) «oVl> = J|- 

Haben wir ein skalares Produkt üqI^ eines Einheitsvektors a,^ 
und eines bestimmten Vektors ^, so ist klar, daß dieses Produkt 
dann seinen größten Wert annimmt, wenn «q mit der Eichtung 
von •§ zusammenfällt. Aus dieser Überlegung schließen wir, daß in- 
folge von (47) der gemäß (44) gebildete Vektor Vp in die Richtung 
der stärksten Änderung, des stärksten Anstieges von p fällt und 
dem Betrage nach gleich ist dem Differentialquotienten von p nach 
derselben Richtung. Han bezeichnet deshalb V^? als den Anstieg 
oder Gradienten von p. 

Außerdem geht aus (47) hervor, daß der Differentialquotient 
von p nach einer beliebigen Richtung durch das skalare Produkt 
von Vjp mit dem Einheitsvektor längs dieser Richtung bestimmt istj 

Wir wollen jetzt zur Deutung von (45) und (46) übergehen. 
Zunächst können wir vorausschicken, daß bei Konstanz von p 
und ;3C nach (19) 

(48) Vjp = va = [V;3C] = 

wird. Dennjdf ist identisch gleich Null für eijie beliebige ge- 
schlossene Oberfläche. 

Sind aber p und ^ nicht konstant, so muß das entsprechende 
Oberflächenintegral der in Nr. 8 erwähnten Produkte eine kleine 
Größe der dritten Ordnung sein, damit dieses Produkt einen end- 
lichen Wert erhält, weil doch V selbst klein von der dritten Ord- 
nung ist. 

Daraus ergibt sich die Deutung von 

V;3C = lim ^-.^' 

df!^ ist gleich der zum Flächenelement df normalen Kompo- 
nente von ;3(, multipliziert mit diesem Flächenelement df. V;X 
ist also der Mittelwert dieses Produkts längs der Oberfläche von F, 
berechnet auf die Einheit des Volumens, für eine bestimmte Stelle 
des Feldes von ^. Da df^ ein Skalar ist, so gilt dasselbe auch 
für VX 

Y. Ignatowsky, Vektoranalysis. I. 2 
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Etwas ganz Analoges können wir bezüglich [V;3C] sagen. Aus 



Nr. 4 ergibt sich, daß 
Bezeichnen wir [n^ 



dfX] tangential zu der Oberfläche von V ist. 
durch r, so ersehen wir, daß [V^] den 
Mittelwert des tangentialen Vektors tdfVings der Oberfläche von V 
bedeutet, berechnet auf die Einheit des Volumens, auch für eine 
bestimmte Stelle des Feldes von ;3C. Zugleich ergibt sich, daß [V;2l] 
ein Vektor ist. 

Man bezeichnet gewöhnlich die linken Seiten von (45) und 
(46) durch 

(49) V3C = div Z (Sprich: Divergenz 3C) 
und 

(50) [Va] « curl Z (Sprich: KötI X)^) 
oder auch 

(50a) [V;2l] = rot;2C (Sprich: Eotation ;2C oder Eotor X)- 

Es bedeuten demnach diese Bezeichnungen div und curl oder 
rot, Abkürzungen für die in (45) und (46) angedeuteten Operationen 
an dem Vektor Z. Zugleich sollen uns diese Abkürzungen daran 
erinnern, daß wir es mit Operationen an einem Vektor zu tun 
haben. Außerdem ersehen wir, daß div stets ein Skalar und curl 
oder rot stets ein Vektor ist. 

Erste Bemerkung. Diese Bezeichnungen sind bei der physi- 
kalischen Anwendung der Ausdrücke V;3t und [V:3C] entstanden. 

Es sei n die Strömungsgeschwindigkeit eines Gases nach Größe 
und Eichtung für einen bestimmten Punkt des Eauraes. Dann 
fließt in der Zeiteinheit durch das Flächenelement df die Menge 
^ndfy wo Q die Dichte des Gases an der betreffenden Stelle be- 
deutet. Infolgedessen gibt div (()i>) an, um wieviel aus der 
Volumeneinheit in der Zeiteinheit mehr Gas entwichen als ein- 
geströmt ist. Dabei ändert sich aber die Dichte q^ und zwar 

verkleinert sie sich in der Zeiteinheit um 57 == — div (Qvi)^ falls 

div (qv) positiv ist. Es ist demnach 

(a) % + div(9») = 0. 

Wir denken uns jetzt eine gerade Maschinen welle, die sich 
um eine im Eaume feste Achse dreht mit einer konstanten Winkel- 



i) curl ißt ein englisches Wort und bedeutet: Locke, Windung. 
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geschwindigkeit u\ Aus dieser Welle schneiden wir einen Kreis- 
zylinder heraus mit dem Eadius B und der Hohe Ä, konzentrisch 
zur Drehachse. Die zur Achse senkrechten Endflächen bezeichnen 
wir durch f^ und f^. 

Bezeichnet x^ die Geschwindigkeit irgendeines Punktes dieses 
Zylinders in der Entfernung r von der Achse, so ist der Betrag 
von ir gleich rtv^ die Richtung von u ist senkrecht zur Achse und 
soll einer Rechtsdrehung entsprechen. Bedeutet Tq den Einheits- 
vektor längs r, von der Achse aus gerechnet, und t^ denjenigen 
längs der Achse, so ist 

(b) T^ =^ rwlt^x^. 

Wir nehmen das Volumen des Zylinders als klein an und 
gleich F in (46) und bestimmen [Vu]. 

Für die beiden Endflächen wird nach (29) 

J[d^n-\ = wfr [df [roro]] = ± wfrr^df= 0, 
''1,2 'ifi ■'1,2 

da auf jeder dieser Flächen immer zwei gleiche und entgegen- 
gesetzte Werte von rr^ vorhanden sind. 
Für die Mantelfläche M haben wir 

f[dfvi] = wfE[df[torQ]] = wfi^Bdf^ 27tB^htvtQ, 

MM M 

und da das Volumen des Zylinders gleich TtB^h ist, so folgt 
aus (46) 

(c) [Vir] « rot ir == 2wtQ. 

Es ist deshalb der halbe Betrag von rot », gleich der Winkel- 
geschwindigkeit der Drehung. Die Richtung von rot v ist durch 
die Drehachse gegeben. 

Zweite Bemerkung: Um die Bedeutung von Vj? ebenfalls 
durch eine Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, schreibt man 
auch *) 

(51) Vj) = grad p (Sprich : Gradient p) . 



1) Wir werden, der bequemeren Schreibweise wegen, den Gra- 
dienten von p dennoch meist durch Vp ausdrücken. Eine Verwechslung 
mit (45) ist bei konsequenter Anwendung der Schreibweise div aus- 
geschlossen, 80 daß man in Vp unter p stets einen Skalar ver- 
stehen muß. 

2* 
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Wir kehren jetzt zu dem Ausdruck 



r 



(45) div 31 = V;3t = lim ^ 

zurück und ersetzen Ji durch 3ljp, wo p einen Skalar bedeutet. 

Bezeichnen wir durch Ji^ und p^ die Werte von % und p für 
einen festen Punkt innerhalb eines Eaumes vom Volumen F, so 
können wir für die Punkte seiner Oberfläche schreiben 

(52) 3l = 3(i + (i;C; P =- Py + dp 

und erhalten dann aus (45) 

/df^C fdUp:». fdfdpji 

(d) V;Xi)=Pi 1™ — V 1~ ^™ r =i3V3( + lim — — • 

Hier ist im ersten Glied p statt j?j gesetzt, weil beim Grenz- 
übergang 7=0 wegen (52) i?i =i? wird. 

Mit Bücksicht auf (48) und (52) können wir statt des letzten 
Gliedes in (d) schreiben, wenn wir für den Augenblick den Grenz- 
übergang beiseite lassen: 

fdfdpZ fdfdp fdfdpdZ 



/pdf fdfdpd:K fdfdpdji 
""^i Y H Y = 3CiVjp+ -y 

unter Vernachlässigung kleiner Größen höherer Ordnung und 
weil 3(i=* 31 für F= wird, finden wir die endgültige Formel: 

(53) ^pip « p^Z + 31 Vi? 
oder 

(54) div 3Cjp = jp div 3C + 3t Vp 
oder endlich auch 

(54a) div 3Cl> = jp div 3( + 3C grad ^j. 

Ist 3C = «0 « konst, so folgt aus (53) wegen (48) die Be- 
ziehung (47). 
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Auf ganz analoge Weise können wir beweisen, daß wir für 
das Produkt pq zweier Skalare haben werden: 

(55) Vi?3 ==i?Vg + (^Vp 
oder 

(56) grad jpg = jp grad q -{• q grad p . 

Aus den angefahrten Beispielen ersehen wir, daß das in Nr. 8 
eingeführte „Produkt" vollkommen dem Differentialquotienten der 
gewöhnlichen Analysis analog ist. 

Denn für diesen haben wir -rr == 0, falls m = konst. ist, 

und —VT- == w j- + a-^T^ für das Produkt ma. Ist a konstant, so 
dt dt dt ' 

. , dma adm 

Wir können deshalb das erwähnte Produkt als eine gewisse 
Eaumdifferentiation auffassen und es im Anschluß an die Be< 
zeichnungsweise der Differentialrechnung als vektori eilen Diffe- 
rentialquotienten bezeichnen und zwar von der ersten 
Ordnung, wenn V in diesem Produkt nur einmal auftritt. 

10. Weitere Beispiele für den vektoriellen Differential- 
quotienten erster Ordnung. Nach Nr. 8 können wir schreiben 

fZdf'ß 

(57) 2tV . IB = (:X V) ß = lim— ^— • 

Hierbei ist, nach Definition, bei der Integration 3C als konstant 
zu betrachten. Analog erhalten wir, nach (49) 

/^CdflB fdfß 

(58) 3l-VlB= lim~-^ - «=;^lim^^-^^ =5CdivlÖ. 

Die Stellung des Punktes unter den Integralen in (57) und (58) 
bestimmt sich durch das anfangs Nr. 5 Gesagte. 

Deshalb sind auch die Punkte auf den linken Seiten von (57) 
und (58) verständlich, da doch V durch df ersetzt wird. Anstatt 
eines Punktes kann man, wie vielfach üblich, auch Klammern be- 
nützen (vergl. 57). 
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Um uns die Bedeutung von (57) klar zu machen, nehmen 
wir als Volumen Y einen Zylinder, dessen Ei'zeugende parallel 
der Eichtimg von % im Punkte P ist. Die Grund- und End- 
fläche mögen senkrecht zu dieser Richtung sein (Fig. 11). Da 31 
bei der Integration als konstant zu betrachten ist, so wird für die 
Mantelfläche 3(^f = sein. 

Für die Grundfläche, welche durch P geht, ist 

►^/* und für die Endfläche wegen (33) 

^ Die Sunmie ergibt das gesuchte Oberflächenintegral. 

^^ Teilen wir es durch das Volumen V ^=^ dfda^ wo da 

den Betrag eines Linienelements in der Richtung des Vektors 3C 
im Punkte P bedeutet, so wird: 

(59) (zv)a = w^ 

d. h. der Ausdruck (57) ist nichts anderes als die auf die Längen- 
einheit bezogene Änderung von i3 in derjenigen Richtung, die 
dem Vektor <3C im Punkte P entspricht, multipliziert mit dem 
Betrag, den 3i im Punkte P annimmt. 

Hierdurch erscheint die eingeführte Benennung „vektorieller 
Differentialquotient" vollkommen berechtigt. Zugleich ist durch (59) 
die im Anfang von Nr. 8 gesuchte Beziehung bestimmt. 

Wir wollen jetzt den Ausdruck 

(60) V3C-1B= lim^-- .^ 

bestimmen. Da hier % hinter dem Operator V steht, so ist es bei 
der Litegration als variabel zu betrachten. Bezeichnen wir durch %^ 
und iBi die Werte von % und 6 für einen festen Punkt inner- 
halb F, so erhalten wir, mit Rücksicht auf (52), analog (53), unter 
Vernachlässigung kleiner Größen höherer Ordnung: 

V% • 6 = lim^^ ^r h liin — 



V 
= lim y Y iBi lim — y— 
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oder wegen (57) und (45), falls wir nach dem Grenzübergang 
statt ;3(i und ß^^ wieder ^ und ü schreiben: 

(61) V^ • 6 = (;3t V)1B + IB • V3( 

oder auch 

(61a) V3( • 13 = (;XV)lB + ß div 3C. 

Vertauschen wir in (61) !X und IB miteinander und ziehen den so 
erhaltenen Ausdruck von (61) ab, so folgt, unter Berücksichtigung 
von (57), (29) und (46) 

F 1. F 



fV^C-lB- VlB-;3( = lim- -^ Um 



(62)^ 



li^l — _ =.[V[6;3(]] = 



T 

= (31 V)lB - {ßV)% + 13 . V3C - ;2C • VlB 
oder 
(63) rot \ß%\ = (;3CV)6 - {ßV)% + IB div ;X - Ä div IB. 

Es sei hierbei noch einmal hervorgehoben, daß die Reihen- 
folge der Vektoren in einem Produkt außerordentlich 
wichtig ist. Denn wie aus (61) folgt, ist ^%ß von IB- V;2C=^ 
IB div % durchaus verschieden; sie sind nur gleich, falls IB kon- 
stant ist, da eben V ein Differentialoperator ist. Dasselbe gilt 
von den Produkten [V3l]6 und KB[V3C]. 

Wir erhalten 

yidfajKB /df[:3HB] 
(a) [V3l]lB = lim^^-^ =-lim*^-.p = V[:3llS] = div [äIB]. 

Hieraus folgt in bekannter Weise, unter Vernachlässigung von 
kleinen Größen höherer Ordnung: 

/df[3HB] .Aif[3l.«] /tifCaiB.] 
V[3HBl=lim'"-^ lim^ — y - + lim-— .^ 

Aim /[.dm 

— — 3ti lim — Y \r ü^ lim — y- 
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oder 

(64) V[;3(<B] = ß[^X] - a[VKB] 
oder endlich 

(65) div [;3(1B] = IB rot 5C — ;X rot ß. 

11. Die Behandlung von V als Vektor. Bis jetzt haben 
wir die vektoriellen Differentialquotienten auf Grund der Definition 
in Nr. 8 bestimmt und mit Hilfe von Grenzübergängen tatsächlich 
berechnet. Es läßt sich aber zeigen, daß viele derartige Berechnungen 
sich viel e infacheiL&estalten^ wenn wir V als einen besondem Vektor ) 
auffassen und mit ihm gemäß Nr. 3, 4 und 5 rechnen unter Ein-^ 
haltung gewisser Regeln. Wir wollen dies? hier näher erläutern. 

Vergleichen wir den Ausdruck (a) Nr. 10 

(a) [V5C]lB = V[:?liö] 

mit (27), dann sehen wir, daß der Operator V in (a) wie ein 
Vektor behandelt worden ist, wobei aber ^ und ß auf beiden 
Seiten von (a) hinter V geschrieben sind. 

Wäre V ein gewöhnlicher Vektor, so hätten wir anstatt der 
linken Seite von (a) auch 1B[V;21] schreiben können. Dies ist aber 
nur dann erlaubt, wenn ß = konst. ist, d. h. es ist 

(b) V[;3(<B] = 1B[V;2C] oder div [Jiß] = ß rot :3(, falls ß = constant. 

Es fragt sich, wie können wir von (a) zu (64) übergehen, 
bei der Behandlung von V als Vektor. 

Zu dem Zweck behalten wir (27) im Auge und behandeln 
V[;3ClB] einmal unter der Voraussetzung, daß ;3C konstant ist, und 
das andere Mal unter der Voraussetzung, daß ß konstant ist. Wir 
bekommen bei der ersten Voraussetzung ^[KBV], wofür wir un- 
bedingt — ;3([VlÖ] schreiben müssen, da V nur einen Sinn hat, 
wenn es in Verbindung mit KB vor dieser Größe steht. Das negative 
Zeichen tritt auf, da ein Vektorprodukt das koramutative Gesetz 
nicht befolgt. 

Bei der zweiten Voraussetzung ß = konst. erhalten wir lB[V;2l]. 
Die Summe beider Ausdrücke ergibt (64). 

Verallgemeinern wir dies, so kommen wir zu folgendem 
Resultat. 

Gegeben sei ein beliebiger vektorieller Differentialquotient erster 
Ordnung. Wir können hierbei V als einen Vektor auf- 
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fassen und alle Regeln der Multiplikation von Vektoren 
anwenden unter Innehaltung folgender Vorschrift: 

Alle diejenigen Operationen, wo die im vektoriellen DifiFerential- 
quotienten nach V stehenden Größen nicht vor V gebracht zu 
werden brauchen, sind gemäß Nr. 3, 4, 5 zu erledigen. So erhalten 
wir aus (29) 

(66) [V[1B3C]] == V^l . 13 — VlB • Ä 

d. h. den Ausdruck (62). Nach (29) hätten wir ebensogut IB • V;X 
statt V;3( • IB schreiben können, falls V ein gewöhnlicher Vektor 
wäre. Das hätte den Regeln der Multiplikation von Vektoren nicht 
widersprochen. Hier aber müssen wir den Ausdruck V3('6 
unbedingt beibehalten. Denn auf der linken Seite von (66) 
steht IB hinter V, und deshalb muß es vorläufig auch auf der 
rechten Seite hinter V stehen. 

Nachdem dieser Teil der Transformation ausgeführt ist, ver- 
suche man die hinter V stehenden Größen sukzessive vor V zu 
bringen. Zu diesem Zwecke betrachte man sukzessive alle Größen 
bis auf eine als unveränderlich und wende die Transformationen 
von Nr. 3, 4 und 5 so oft an, als Größen hinter V stehen. Alle so 
gewonnenen Ausdrücke werden dann addiert; so erhält man schließ- 
lich eine Summe vektorieller Diflferentialquotienten, die jedesmal 
hinter V nur eine Veränderliche enthalten. 

Betrachtet man z. B. ^ als konstant, so ist nach (57) V3C • KB 
= (;XV)lB. Ist aber ß =^ konstant, so finden wir V<3C • KB ==« IB • V3C. 
Die Summe ergibt den allgemeinen Ausdruck (61). 

Wir wollen diese Regeln auf die Ermittelung des Ausdruckes 
V(3(KB) anwenden. 

Betrachten wir V als Vektor, so sehen wir aus (29), daß die 
Transformation des gegebenen Ausdruckes mit einer Umstellung 
von V bezüglich 3C und KB verbunden ist. Wir nehmen deshalb 
einmal !^ als konstant an und erhalten laut (29) 

V(5CKB) = [;3([VkB]] + (3CV)kB. 

Nehmen wir KB als konstant an, so folgt ein ähnlicher Ausdruck, 
nur sind ;3C und KB miteinander vertauscht. Die Summe dieser 
beiden Ausdrücke liefert: 

(67) V(3CKB) = (;3CV)KB + (kBV)3C + [3([VkB]] + [kB[V;3C]] 
oder 

(6 8) V(;3( KB) = grad 3C KB =- (jX7) KB + (KB V) ;2C + [;X rot KB] + [kB rot ;X]. 
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Wir überlassen es dem Leser, die Richtigkeit von (67) direkt mit 
Hilfe von (44) und (29) zu verifizieren. 

Als weiteres Beispiel wollen wir den Ausdruck [V3Cjp]=rot(2ti?) 
transformieren. 

Halten wir p konstant, so folgt i?[V;X] «i? rot X Nehmen 
wir aber 3C konstant an, so erhalten wir — [^Vp]. Das Minus- 
zeichen erscheint, da wir das konstante ^ vor V setzen müssen 
und da das vektorielle Produkt das kommutative Gesetz nicht 
befolgt. Wir erhalten demnach 

(69) [V5Ci?] - rot (5Ci)) = p rot ^ — [;» Vj)]. 

Der direkte Beweis dieser Gleichung ist mit Hilfe von (46), wo 
^p statt X zu setzen ist, leicht zu erbi'ingen. 

Es mögen hier noch einige Ausdrücke folgen, die wir später 
brauchen werden. 

Ans (67) gewinnen wir, falls ;X — l3 ist 

(70) grad ;X^ - V^t* = 2 (;3C V)^ + 2 [;X rot X]. 
Multiplizieren wir dies skalar mit einem Vektor IB, so folgt 

IB V;^» = 2<B(<3CV)3C + 2lB[<3C rot ;2(] = 
= 2ß{:X^)Z — 2;^[lB rot X] . 
Anderseits haben wir 

(72) (E:(;2(V)ib = 7i V(iB(e:), 

falls wir (J unter dem Operationszeichen V als konstant betrachten. 
Dies folgt aus den oben entwickelten Begeln. Der direkte Beweis 
fließt aus (57) für konstantes €: 

fZd\''B€ fd\'ß€ 

(g:{Z^)ß = lim ^^ ^ % lim ^ ^ == %V{^^). 

Wegen der Konstanz von (J erhalten wir aus (72) und (68) 

(73) (E:(;3tV)jÖ = 5C((E:V)iÖ + %\^ rot 6]. 

Ersetzen wir hier <L durch Iß und i3 durch ;K, so ergibt sich 
aus (71): 

(74) 6V3l^=-23C(KaV)X 



(71) 
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12. Vektorielle DifTerentialquotieiiteii ssweiter Ordnung. 

Unter einem vektoriellen Differentialquotienten zweiter Ordnung 
wollen wir ein solches Produkt verstehen, wo der Operator V 
zweimal vorkommt. Berechnet wird dieser Differentialquotieut 
nach der Begel in Nr. 8, wobei aber statt des ersten V, von 
links aus gerechnet, df eingesetzt wird. Hiernach ist 

/[dflV3C]] 

(75) [V[V;j(]] = lim ^ 

Dies folgt aber auch aus (46), falls wir dort 2t durch [yX\ = rot Z 
ersetzen. 

Weiter können wir schreiben 

(76) VV . ;X = V«a - lim ^^y— 

/dfV3t 

F 



(77) V . V3C = V div 5C = lim 

Unter den Integralen steht df^ laut Definition, vor V, und das 
deutet darauf hin, daß df bezüglich dieses Operators als konstant 
anzusehen ist. Es war dies auch der Grund zur obigen Definition, 
das erste V-zeichen durch df zu ersetzen, und entspricht dem 
Sinn nach den Ausdrücken (44), (45) und (46). Wir erhalten 
deshalb aus (66), falls wir dort ß durch df ersetzen, 

(78) [^[dfXi] ^df'VZ- (dfS7)X 
Multiplizieren wir anderseits (46) vektoriell mit V, so erhalten wir: 



[V[V;2l]] == lim 



■ /[df;3C] 

v^^ 

. F J 



jWldfZ]] 
= lim — 



V 

öder mit Eücksicht auf die vorstehenden Gleichungen: 
(79) [V[V3C]] = V . V;X - V«3C 

oder auch wegen (75) und (46): 
(79 a) rot • rot 31 = rot^ ;3C = V div 5C — V^X 

Daß wir V unter das Integral bringen konnten, rechtfertigt sich 
dadurch, daß der Definition gemäß 

[Va + ß)] = [V3l] + [ViB] 
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ist und eine Integration doch nichts anderes als eine Summation 
bedeutet; 

Der Ausdruck (79) beweist, daß wir V auch bei dem vek- 
toriellen Differentialquotienten zweiter Ordnung als Vektor ansehen 
können, unter Einhaltung der in 11 angegebenen Eegeln. Wie 
man sofort sieht, ergibt sich nämlich (79) direkt aus (29), falls 
man V als Vektor auffaßt. 

Ähnlich erhalten wir nach (22) 

(80) rot Vi> == [VVp] = LVV> = 
und nach (27): 

(81) div rot % = V[V;^] «= [VV];3( = 0. 

Wir werden später in Nr. 13 und 11 die Ausdrücke (80) und 
(81) auf eine andere Weise ableiten. 

Multiplizieren wir (44) skalar mit V, so erhalten wir 

V(Vi?)=-limV— ^-. 

Laut Definition des vektoriellen Differentialquotienten zweiter Ord- 
nung muß das erste V durch d^ ersetzt werden. Es ist deshalb 

/dfVp 
V(Vjt>) ~ lim y — , und wir erhalten 



fd^p fdfVp 

(a) lim V — v^r— = lim 



F .. F »1 



oder wegen (45), wo 3C durch Vp ersetzt zu denken ist: 

(82) div Vi? = V • Vi? - VV 
Mit Eücksicht darauf, daß die Gleichung 

(83) V»i) = 

als die Laplacesche Gleichung bezeichnet wird, nennt man den 
Operator V* Laplac eschen Operator und bezeichnet ihn auch 
abgekürzt durch A. 
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Wir nelunen jetzt an, 3C =i?l3, und setzen jQ als konstant 
voraus. Es folgt dann aus (57) und (44) 

und wegen (76) und (82) 

(84) ^ V2;3( = V^pß « IB • VV =- IB div Vjp. 

Wir haben hervorgehoben, daß in einem Produkt die hinter 
dem Operator V stehenden Größen als veränderlich zu betrachten 
sind. Wenn im folgenden dennoch einige davon als konstant 
bezüglich V betrachtet werden, so geschieht dies erstens aus 
Analogie mit der gewöhnlichen Analysis und zweitens wegen der 
in manchen' Fällen bequemeren Schreibweise. Mißverständnisse 
werden wohl hieraus nicht entstehen können, denn aus der Ab- 
leitung der entsprechenden Ausdrücke wird es leicht zu erkennen 
sein, welche von den Größen als veränderlich zu betrachten sind. 

Kapitel III. 

Integraloperationen. 

13. Die Operation rot, der Stokessohe Satz und andere 
Linienintegrale. Wir wenden uns jetzt wieder zu dem Aus- 
druck (46) und multiplizieren beiderseits skalar mit dem kon- 
stanten Einheitsvektor tr. Es folgt dann 

fn[dm f:^[ndf] 

(85) n[V3(] - tt rot ;^ = lim ^— ^ lim - — ^ 

Als Volumen V nehmen wir wieder einen Zylinder an, (Fig. 12), 
dessen Erzeugende parallel n ist, und dessen Grund- und End- 
fläche senkrecht zu tr sind. Die Höhe h sei klein 
im Vergleich zu den linearen Dimensionen der 
obigen Flächen. Wir erhalten für diese beiden 

Flächen r , n 

;3C[nc?f]=-0 

und für ein Element df der Mantelfläche 

:K[ndf] == h . Zdi, 

wo dl ein Linienelement der Begrenzungskurve der Endfläche 
bedeutet. Der ümlaufssinn d. h. die Richtung von di bestimmt 
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sich aus der Fingerregel [n — Daumen; df^ die äußere Normale 
zur Mantelfläche — Mittelfinger; di — Zeigefinger } . Infolge der An- 
nahme, daß h klein gegen die linearen Dimensionen der Endfläche 
ist, konnten wir ;3C als konstant längs der Erzeugenden des Zy- 
linders annehmen. Addieren wir die obigen Ausdrücke für die 
Grund-, End- und Mantelfläche, so erhalten wir unter Berück- 
sichtigung von (85) 

hfZdi fXdi 

(86) tt rot ;X = lim ^ y == um ^ — , 

wo /i die Endfläche und L die Begrenzungskurve bedeutet. Wir 
müssen uns in (86) zuerst den Grenzübergang zu Ä = denken und 
nachträglich zu f^ = 0. Dann fallen Grund- und Endfläche zu- 
sammen, und die positive Normale zu f^ wird gleich n. 

Gegeben sei jetzt eine endliche Fläche f von beliebiger Gestalt, 
längs welcher pi stetig ist. Wir teilen f in unendlich kleine 
Elemente, von welchen wir jedes als eben betrachten können. 
Wenden wir auf jedes dieser Elemente den Ausdruck (86) an, 
multiplizieren beiderseits mit df==f^ und summieren , resp. inte- 
grieren über die ganze Fläche /*, so erhalten wir, unter der Voraus- 
setzimg, daß n, d. h. die Normale zu einem Flächenelement, überall 
nach einer Seite der Fläche f gerichtet ist, 

^ ^ / / L 

wo rechts das Linienintegral von pi längs der Begrenzungskurve 
L der Fläche f gesetzt ist. Dieses ergibt sich aus folgender 
Überlegung: Wegen der einseitigen Eichtung von ir wird der 
gemeinschaftliche Teil der Begrenzungskurven zweier nebenein- 
ander liegenden Flächenelemente im entgegengesetzten 
Sinne durchlaufen werden (Fig. 13), infolgedessen 
fallen, bei der Summation der rechten Seiten von 
(86), die Linienintegrale längs den inneren Begren- 
zungskurven fort, und es bleibt nur das längs der 
äußeren Begrenzungskurve zu f genommene Linien- 
^'«' ^^' integral übrig. 
Der Ausdruck (87) bildet den sogenannten Stok es sehen 
Satz; er gestattet uns ein Linienintegral in ein Flächenintegral 
umzuwandeln. 
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Ist f eine geschlossene Oberfläche, also gleich F^ und n die 
äußere Normale, so folgt aus (87) 

(88) pfrot;^ = 0. 

Denn wir können diese Oberfläche durch eine auf derselben be- 
findliche Kurve in zwei Teile zerlegen und dann auf jeden der- 
selben (87) any\renden und hinterher summiereo. Da aber ir ständig 
die äußere Normale bedeutet, so fallen bei dieser Summation die 
beiden, im entgegengesetzten Sinne genommenen Linienintegrale 
längs der gemeinsamen Begrenzungskurve fort. 

Ersetzen wir in (87) 7i durch Vjp, so erhalten wir nach (47) 

(89) /n rot Vi? . df^f Vp'di^ f^dl ^ f dp = 0, 

/ L L L 

falls p stetig und eindeutig längs der Kurve L ist. Da /* und L 
beliebig sind, so folgt hieraus 

(a) rot Vi? = 0, 

in Übereinstimmung mit (80). (Siehe diesbezüglich den Schluß 
von Nr. 24.) 

Wir wollen jetzt das Integral % "== Jpd{ bestimmen. Zu dem 

L 

Zweck multiplizieren wir diesen Ausdruck beiderseits skalar mit 
einem konstanten Vektor r. Wir erhalten dann wegen (87) und (69) 

;^c ^ftpdi = fn rot {tp)df= -fdf- nltVp] -= 

L f f 

^fdf't[n'7p]==tfldfVp] 
ff. 

oder da t beliebig gerichtet sein kann: 

(90) ^ = h^^ = /[^f Vi)] = J\yx^p'\df. 

^ ^ L f f 

14. Der Gaußsohe Satz und andere Oberfläohenintegrale. 

Multiplizieren wir (45) beiderseits mit dem Volumenelement dv 
und integrieren über ein endliches Volumen F, so erhalten wir 



(<Ql\ f ^\v % ' dv =- fdfX 



V F 
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Dies folgt aus Überlegungen ähnlich denen, welche wir bei 
der Ableitung des Stok es sehen Satzes angewandt haben. Denn 
bei der Summierung der rechten Seiten von (45) werden die 
aneinander grenzenden Oberflächen der einzelnen Yolumenelemente 
mit entgegengesetzten Normalen auftreten, da als Normale stets 
die äußere genommen wird. Deshalb fallen bei dieser Sutn- 
mierung alle Oberflächenintegrale für die inneren Volumenelemente 
fort, und es bleibt nur das in (91) stehende Oberflächenintegral 
über die äußere Fläche F, Es ist deshalb klar, daß in (91) als 
positive, Normale die äußere genommen werden muß. 

Der Ausdruck (91) heißt der G au ß sehe Satz und ermöglicht 
uns, ein Flachenintegral über eine geschlossene Oberfläche in ein 
Volumenintegral umzuwandeln. 

Ersetzen wir in (91) ^ durch rot ;^, so folgt wegen (88) 

ydiv rot 'i^dv ^0 

V 

oder, da dies für ein beliebiges F gilt, 
(a) div rot <3C = 

in Übereinstimmung mit (81). 

Wir wollen jetzt das Integral ^ = /V^f ermitteln. Hierzu 

multiplizieren wir es skalar mit dem konstanten Vektor r, dann 
erhalten wir nach dem G au ß sehen Satz (91) 

3Cr = ftpdf == /div tp • dv 

F V 

oder auf Grund von (54), da divr = ist, 

V 

Da aber t beliebig gerichtet sein kann, so erhalten wir endgültig 
(92) fpdf=^f'7p'dv, 

F V 

d.h. das vektorielle Oberflächenintegral eines Skalars 
ist gleich dem Raumintegral seines Gradienten. 
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Ganz analog läßt sich auch das Integral ^ = f[i^df] be- 

F 

stimmen. Multiplizieren wir wieder mit dem konstanten r, so 
erhalten wir nach (27) und (91), 

F F V 

oder laut (65), da rotr = ist, 

;Xf = — f/rot ßdv 

V 

und endlich, da t beliebig ist, 

(93) /[c?flB] = /rot <B • e?v, 

F V 

d.h. das vektorielle Oberflächenintegral eines Vektors 
ist gleich dem Baumintegral seines Botors, wobei sich 
das Vorzeichen des Baumintegrals durch die Beihenfolge 
von dfund Iß bestimmt. Selbstverständlich können wir (92) 
und (93) auch direkt aus (44) und (46) ableiten, genau so wie den 
Gaußschen Satz aus (45). Endlich erhalten wir aus (76) 

(94) fV^7idv^f{d^V)%, 

V F 

Wir wollen jetzt noch zwei Ausdrücke von großer Wichtigkeit 
ableiten, die wir später öfters benutzen werden. 

Wir setzen in den Gaußschen Satz (91) 31 = ^Vj9, wo jp und q 
Skalare sind, dann wird auf Grund von (54) 

(95) fdf-q^p =/div {q^p)dv ^fqdiv^p-dv +f^p • V^ • dv. 

F V V V 

Weiter folgt aus (61) und (68): 

V(3HB) — V;X K3 — ViB • 31 = - KB div 31 - ;^ div Iß + 
+ [3( rot Iß] + [ß rot 3(] . 

Multiplizieren wir diesen Ausdruck beiderseits pait dv und inte- 
grieren über ein Volumen V mit der Oberfläche JP, so erhalten 
wir aus (44) und (60) für die linke Seite 

fdf' Xß -fdfji'ß -pflß -31 - -f[»[ßdf]] —fdfß . X 

F F F F F 
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Und demnach 

f[:^[ßdf]] + fdfß Ji^Ji^ div 3idv+fZ diYi^dv + 



(96) 



V 



+ /[rot Ji ii]dv + /[rot KB ;3l] e^v. 



Kapitel IV. 

Allgemeine Folgerungen. 

15. Rotor und Divergenz des Badiusvektors r* Es sei M 

ein fester und P ein beweglicher Punkt (Fig. 14). Die Strecke MP, 
von M nach P zu gerichtet, nennt man den Radiusvektor und 
bezeichnet ihn gewöhnlich durch r. Der Anfangspunkt M von r 
p heißt Aufpunkt. 

Bezeichnen wir den Einheitsvektor längs r 
durch Tq und den Betrag von r durch r, so ist 

(a) r =• rr, 




0- 



Setzen wir in (47) p = r, äq "^ ^o ^^^ dem- 
zufolge da '= dr^ so erhalten wir 



Fig. 14. 



(b) 



ToVr = — = 1 



und, da die größte Änderung von r in die Richtung von Xq föllt, 
so ergibt uns (b) unmittelbar, daß 

(97) Vr = r« 
ist. Hieraus folgt: 

(98) r = rro = r^r = ^Q 

und, da wegen (80) der Rotor eines Gradienten verschwindet: 

(99) rot r = 

d. h. der Rotor des Radiusvektors verschwindet. 

Wir wollen jetzt die Divergenz von r bestimmen. 

Als Volumen V nehmen wir einen konischen Zylinder (Fig. 15), 
dessen Mantelfläche durch den Radiusvektor r mit dem Aufpunkt M 
gebildet wird. Die Grundfläche df^ und Endfläche df^ sind Teile 



Divergenz des Badiusyektors. 



35 




von Kugelflächen, welche um M als Zentrum mit den Radien r 
und r '\' dr geschlagen sind. 

Bezeichnen wir durch do den räumlichen Winkel, unter welchem 
wir dfi und dfg von M aus sehen, so erhalten ynr 

und df^ == do{r + drf = r^do + ^rdodr, 

unter Vernachlässigung von kleinen Ghrößen höherer Ordnung. 
Setzen wir in (45) r statt %^ so ist für die Mantelfläche überall 
eifj: = und für die Grund- und Endfläche 

äU^i = df^{r + dr) = r«(?o + ^r^dodr 

unter Vernachlässigung der -Glieder höherer 
Ordnung. Die Summe beider Ausdrücke ergibt 
^r^dodr. Da aber das Volumen des Zylinders 
gleich r^dodr ist, so erhalten wir aus (45) 

(100) div r =^ 3 , 

d. h. die Divergenz des Radiusvektors -^ 

ist überall gleich 3. ^^' 

16. Die Ändening eines Vektors in der nächsten Um- 
gebung eines festen Punktes. Bevor wir zur Untersuchung 
dieser Änderung übergehen, wollen 
wir zwei allgemeine Beziehungen 
ableiten. 

Wir ersetzen in (59) ß durch r, 
wobei wir wieder den Aufpunkt 
durch M und den beweglichen 
Punkt durch P bezeichnen (Fig. 16), 
und erhalten 

Es ist klar, daß im Punkte P 
die Richtung von dx mit derjenigen 
von ;2( zusammenfällt und dr dem Betrage nach gleich da sein wird. 

Bezeichnen wir also den Einheitsvektor von ^ im Punkte P 
durch ;2(q, so folgt dr = ;3to^ö und 

(101) (;3iV)r=|a|ao-Ä, 

3* 




Fig. 16. 
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wo also, wie gesagt, der Wert von 3i für den Punkt P zu nehmen ist. 
Ein Vektor ^ ist also gleich der ^.-fachen Zunahme des Badius- 
vektors r, wenn man in der Bichtung von ^ um die Längen- 
einheit fortschreitet. 

Ersetzen wir jetzt in (59) 3C durch r und ß durch 51, so wird 

woraus 

(102) (roV)a = ^^ 

Es ist also -^ die Zunahme von ;?(, berechnet auf die Längen- 
einheit, wenn man in der Bichtung von Tq fortschreitet. Dies 
kann aber auch vom Aufpunkt aus geschehen. D. h. der Ausdruck 
(102) ist auch für den Aufpunkt selbst gültig. 

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Ändeiiing eines 
Vektors in der nächsten Umgebung eines festen Punktes, als wel- 
chen wir den Aufpunkt wählen. 

In jedem Fall haben wir für die unmittelbare Nachbarschaft 
um den Aufpunkt herum, wegen (33) 

(a) ^;a = ;ai + d5l, 

wo X^ den Wert von 3C für den Aufpunkt bedeutet. 
Führen wir jetzt die Bezeichnung 

(b) dx = x^dr == Xi 

ein, wo also r^ einen Badiusvektor vom Aufpunkt aus bedeutet, 
und multiplizieren (102) links und rechts mit (2r, so wird wegen (b) 

(c) (^r(roV)5( « (ri V)a - d:X , 
woraus infolge von (a) 

(103) ;a = 5Ci + (riV);3l. 

Auf Grund von (68) haben wir 

(d) V(;Xri) = (51 V)ri + (r^ V)ä + [Ä rot r J + [r^ rot 51]. 

Da aber Xi ein Badiusvektor ist, wird nach (99) rot Xi = 0, und 
wir können deshalb statt (d), unter Berücksichtigung von (lOl) 
und (c), schreiben 

(e) V(ari) = Ä + da + [ri rot;^] = 23 - Äi + [r^ rot a], 
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woraus 

(104) 31 = §■ + iV(3lr,) + i[rot3l r,]. 

Wir bezeichnen jetzt 

(f) d^X = Krot3( r,], d,;3C =- - -^ + iV(;Xri)- 

Dann ist 

(g) 5( = ;3li + di;3l + d,a, ei;a-£fi;3l + el8;3l. 

Wir bilden nun den Rotor von (104) und erhalten mit Rück- 
sicht auf (80) und die Konstanz von ^^^ 

rot;X =»|rot[rot;X rj 

oder infolge von (63) und (81) 

rot 3t = i(ri V) rot 3t - |(rot 31 V) r^ + { rot ;a • div Xy 

Hieraus ergibt sich nach obigen Relationen: 

rot;a=id(rot3C)-^ + '-^ 
oder 
(h) d(rot3t) = 

d. h. innerhalb des Bereiches, wo die Entwickelung (104) noch 
gültig ist, muß man rot 3t als konstant annehmen und gleich dem 
Wert für den Aufyunkt. 

Um diese Eonstanz hervorzuheben, bezeichnen wir diesen Wert 
durch roto ^ ^^^ erhalten deshalb aus dem ersten Ausdruck in (f) 
infolge von (b) 

(105) ^=T[rotoaC ro]="#. 

Aus (f), (g) und (c) folgt unmittelbar: 
rfg3t « d3t - f?i3t = d3l + |[riroto3t] = (riV);a + |[riroto3(], 
und wir finden 

(106) ^-f = (roV)3C + i[ro ro<^ 3C] - C. 
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Aus (g), (105) und (106) ergibt sich demnach 
(104a) ;a « 3(j + dr{m + «). 

Wir möchten hier noch einmal hervorheben, daß ftl und C für 
eine bestimmte Richtung von Tq konstant, also unabhängig von dr 
sind, innerhalb des Bereiches, wo die Entwickelung (104), resp. 
(104 a) noch gültig ist, wie dies aus (102) und (h) folgt. Der 
Ausdruck (104) resp. (104 a) selbst entspricht vollkommen den 
ersten Gliedern der Entwickelung einer skalaren Funk- 
tion nach der Taylorschen Beihe. 

17. Darstellung eines Vektors als Summe eines Rotors 
und eines Gradienten. Wir wollen jetzt zeigen, daß ein Vek- 
tor KB innerhalb seines Feldes, wo er als endlich und stetig an- 
genommen wird, dargestellt werden kann durch 

(a) ^B«|i + «=Vi? + rota, 

wo also 

H = V|?, (E«=rotÖ 
und folglich 

(b) rotiB =« rot^Ö, divKB =• divVj) = V*jp. 

um eine solche Zerlegung auszuführen und H und (B zu be- 
stimmen, machen wir in (96) 

(107) 3C - vi ^ ?5 

und legen den Aufpunkt innerhalb des Volumens F, wo ß endlich 
und stetig angenonunen ist. Da ;X für den Aufpunkt unendlich 
wird, schlagen wir um ihn eine Kugel mit dem Radius R, In dem 
Raum Fj zwischen der Oberfläche F^ der Kugel und der das Vo- 
lumen V begrenzenden Oberfläche F ist überall wegen (80) 

(c) rot3C = rotV^ = 
und 

(108) div5l « div vi = V^^ = 0, 

was in ähnlicher Weise wie Gleichung (100) hergeleitet werden 
kann. 

Die Oberfläche von F^ setzt sich zusammen aus zwei getrennten 
Flächen F^ und F. Wir haben deshalb die linke Seite von (96) 
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auf diese beiden Oberflächen anzuwenden. Für die Oberfläche F^ 
der Kugel erhalten wir unter Berücksichtigung, daß die äußere 
Normale zu Fj auf F^ gleich 11 = — Tq ist, und aus (29) 



rf[^^\ßdf]]+fdfa-v^=f 



(d) 






df+p-^^df^ 



Udo = 1Ö„4ji;, 



Fl Fl h Fl 

-/ 

wo do den räumlichen Winkel bedeutet, unter welchem man ein 
Element df der Kugeloberfläche vom Aufpunkt aus sieht, ß^ ist 
der Mittelwert der Werte von ß auf dieser Oberfläche. Bezeichnen 
wir den Wert von ß im Aufpunkt durch jö^, so können wir, wenn 
wir R unendlich klein werden lassen, ß^ durch ß^ und das Vo- 
lumen Fj, zwischen F^ und F^ durch F ersetzen, und erhalten 
infolgedessen aus (96) auf Grund von (c), (108) und (d) 



(109) 



ß. = /- /"v - . div ßdv -^fv - • ßd^ + 

V F 

+ ^J[rotß V i] d. - i^/[vl[Äcif]]. 



Da der Aufpunkt innerhalb F beliebig liegen kann, so können 
wir ß mittelst (109) für einen beliebigen Punkt innerhalb 
F berechnen, wenn die Werte von ß auf der Oberfläche F 
und diejenigen von div ß und rot ß innerhalb F be- 
kannt sind. 

Liegt der Aufpunkt außerhalb des Volumens F, so ist ;?( = V— 

überall innerhalb F endlich. Es folgt alsdann unmittelbar aus (96) 
wegen der vorstehenden Beziehungen, daß die rechte Seite von 
(109) verschwindet, d. h. liegt der Aufpunkt außerhalb F, so ist 
anstatt ß^ in (109) Null zu setzen. 

Um (109) weiter umzuformen, schicken wir folgende Bemerkung 
voraus: Wir haben in Nr.15 den Auf p unkt fest unddenEndpunkt 
von V beweglich angenommen und als positive Richtung von r 
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bzw. Tq diejenige zum Endpunkte hin. Unter diesen Annahmen 
folgt die Gleichung (107). Denn verschieben wir den Endpunkt 
von r um eine kleine Strecke dr längs der positiven Bichtnng 

von r, so verkleinert sich — , da r wächst, und deshalb ist die 

stärkste Änderung von — nach Richtung und Größe durch den 

Ausdruck (107) gegeben. Wir wollen jetzt das Umgekehrte an- 
nehmen, nämlich den Endpunkt von r festhalten und dafür den 
Au^unkt um eine kleine Strecke dr verschieben, auch wieder 
längs r, dessen positive Bichtung wir ungeändert lassen. Dann 

vergrößert sich — , da hierbei r kleiner wird, und wir erhalten für 

die stärkste Änderung von — wieder den Ausdruck (107), aber 

mit dem entgegengesetzten Vorzeichen. 

Führen wir deshalb den Operator V ein, der auf eine Funktion 
von r angewandt, dasselbe leistet wie V, nur mit dem Unterschiede, 
daß nicht der Endpunkt von r, sondern der Aufpunkt als be- 
weglich gedacht wird, und rechnen wir dabei die positive Richtung 
von Tq, wie immer, vom Aufpunkte aus, so können wir schreiben 

(110) vi = -V'^. 

Wir wollen jetzt diese Beziehung benutzen, um (109) umzu- 
formen. Zu dem Zweck denken wir uns zunächst ein Feld des 

Skalars m gegeben. Wir wollen V— bestimmen, wobei m dem- 
jenigen Wert entspricht, welcher dem Endpunkt von r zukommt. 
Hierbei müssen wir bedenken, daß sich der Endpunkt von r be- 
wegt, also auch m sich ändern muß; d. h. wir erhalten wegen (55) 

(e) v(g=iVm + mVi. 

Wollen wir jetzt die Größe V(— j bestimmen, so ist der Auf- 
punkt als beweglich zu denken, also ändert sich m nicht. Dem- 
nach ist 

(f) V'(^) = mV'i = -«.vi. 
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Da (109) aus (96) entstanden ist, indem 5C durch V— ersetzt 

wurde, so bezieht sich in (109) der Operator V nur auf — . Hier- 
nach können wir auf Grund von (f) und (llO) schreiben 

(g) vi.diTi8dt;=-<l«;divÄV'| V'(^^) 

und analog 

(h) vl.fldf=-V'(^/-y 

Denn sowohl div ßdv als ßdf beziehen sich auf den Endpunkt 

von r und werden deshalb durch den Operator V nicht berührt. 

Wir wollen endlich noch von der Gleichung (69) Gebrauch 

machen und dort p durch — ersetzen, wobei 3C dem Werte am 

r 

Endpunkt von r entspricht. Verstehen wir unter rot' eine dem 
rot gleiche Operation, nur daß hierbei die Verschiebung des Auf- 
punktes angenommen, also ;X in (69) als konstant anzusehen ist, 
so ergibt (69) und die Definition von V 

(i) rot'(?)--[aV'l]. 

Wir können deshalb schreiben 

(k) [rotÄ Vydt; = -[rotÄ V'^ dt; = rot'(^?^) 

(1) [vi im] = [im V-y = - rot'(M) . 

Setzen wir diese Ausdrücke (g), (h), (k) und (1) in (109) ein, 
so können wir V und rot' aus den Integralzeichen herausheben, 
weil sich diese Operationen ja nur auf den Aufpunkt beziehen. 
Schreiben wir femer KB, V und rot an Stelle von iB^, V und rot', 
da es doch ohne weiteres ersichtlich ist, daß es hier auf den Auf- 
punkt, d. h. auf den Punkt, fClr welchen ß bestimmt werden soll, 
ankommt, so gewinnen wir 



(111) 



^ — x^cj -r ^^ + TiJ T ^f + 

V F 

4«^ r 4t'jcJ r ' 
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Setzen wir nunmelir 
und 



^^"^ äf. 



(113) ^=±n-^äv+±ß^ 

^itj r ' ^nj r 

V F 

SO ist die gesuchte Zerlegung 

(114) KB = Vp + rotJI 

gefunden, d. h. es ist gezeigt, wie man jeden Vektor ß im Innern 
eines Feldes V aus den Werten von div ^B und rot ß im Innern 
und aus den Oberflächen werten von i3 berechnen kann. 

18. Anderer Beweis der vorhergehenden Zerlegung. 

Wir kehren zu dem Ausdruck (45) zurück und ersetzen dort 5C 

1 
durch V—. Solange der Aufpunkt außerhalb von 1^ liegt, ist ge- 
mäß (108): div V— = 0. Es fragt sich, was wir erhalten, falls 
wir den Aufpunkt innerhalb F legen und zur Grenze F = über- 
gehen, da hierbei V— doch unendlich groß wird. Nehmen wir 

für -F die Oberfläche einer kleinen Kugel mit dem Badius R um 
den Aufpunkt. Dann haben wir nach (107): 

Deshalb folgt sofort aus (45) 

(115) lim div V- • F 4:7t. 

Wir wollen jetzt das Integral 



(116) m =.ß 



dv 



näher betrachten, wobei der Aufpunkt innerhalb V liegen soll. 
Es ist leicht zu beweisen, daß fiü bei Stetigkeit von KB inner- 
halb V ebenfalls stetig sein wird. Zu dem Zweck zerlegen wir 
V in zwei Teile. Der eine Teil bestehe aus einer kleinen Kugel 
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mit dem Radius B und dem Mittelpunkt im Aufpunkt. Dann 
ist fti im übrigen Teil von V stetig, und wir brauchen deshalb 
nur die Stetigkeit von ^ innerhalb der Kugel zu beweisen. Bei 
genügender Kleinheit von R und wegen der Stetigkeit von ß 
können wir letztere Größe innerhalb der Kugel als konstant und 
gleich ßi ansehen. Wir erhalten dann 



/dv ^o 

— = ß^27tBr, 



wo Vi das Volumen der Kugel bedeutet. Bei U = verschwindet 
fiHi, womit die Stetigkeit bewiesen ist. 

Wir können hiemach auf Grund von (i) Nr. 17 und (llO) 
schreiben 



rot 



m = r[v'i ß'jdv=^- r[v| ß'j dv. 



Anderseits ist wegen (69) 

Berücksichtigen wir außerdem (93), so wird 
(117) rot M =/^ äv +/ Ö^^ df. 

V F 

Ganz analog erhalten wir für div 0, aus (54) 



(a) 



diY m=^ f iB V'^£f t; = — / jö ^^dv 



und, da wegen (55) 

div (?) = ^ + «vi 
\r/ r r 

ist, so folgt mit Benutzung des Gaußschen Satzes 
(118) ^,^^f^ä,-f^df. 

V F 

Wir wollen jetzt V*^ bestimmen. Diese Operation bezieht 
sich, wie dies auch für rot^ und diy^ bei der Ableitung von 



44 IV. Allgemeine Folgerungen. 

^ • 

(117) und (118) angenommen worden ist, auf diejenige Stelle 
innerhalb F, wo sich der Aufpunkt befindet. Deshalb war der 
Aufpimkt als beweglich angenommen und ßdv in (116) als kon- 
stant. 

Infolgedessen erhalten wir aus (84) und (llO) 

Da aber div V~ = ist im ganzen Baum außerhalb der um 

den Aufpunkt mit dem sehr kleinen Radius B geschlagenen Kugel^ 
so folgt wegen (115), beim Grenzübergang zu R ^ 0: 

(119) « = - Ä ^'»- 
Nun haben wir wegen (79a) 

V^^ =. V div ^ — rot* m- 

Demnach ergibt sich aus (117), (118) und (119), wenn wir die 
Bezeichnungen 

(120) p 4^div^ 

und 

(121) a = ^rot^ 



einführen. 



ß = Vjp + rot m 



d. h. (114). Man sieht, daß (120) und (121) mit (112) und (113^ 
übereinstimmen. Aus (121) folgt unmittelbar im Hinblick auf (81 ) 

(122) diva = 0. 

19. Der Greensche Satz. Ganz analog wie wir durch (109) 
einen Vektor mit Hilfe gewisser Baum- bzw. Oberflächenintegrale 
dargestellt haben, wollen wir hier eine ähnliche Darstellung für 
einen Skalar innerhalb seines Feldes ableiten. Zu dem Zweck wenden 
wir uns zu dem Ausdruck (95) und erhalten 

(a) f^P • Vgdv =» fq • Vj? ' df — fq div Vj)dt;. 
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Da die linke Seite von (a) sich nicht ändert, falls wir p mit q 
vertauschen, so gilt das gleiche für die rechte Seite. Daraus folgt: 

(123) fp'7qdf — fpdiY'7qdv^fqVpdf'-'fqdiYVpdv. 

F V F V 

Hier setzen wir p ^= — und nehmen den Aufpunkt innerhalb 

F liegend an. Wir schlagen wieder um den Aufpunkt eine Kugel 
mit dem sehr kleinen Badius R und der Oberfläche F^. Für den 
Baum zwischen F und F^ ist dann (123) anwendbar, und auf 
Grund von (107) und (108) folgt aus (123) 

(b) f^äf + 0är - n^äv - -f^äf -f^äf. 

r Fl V F F^ 

— r df 
Da aber — ^— ^ = do ist, so können wir beim Grenzübergang 

J2 = das letzte Integral rechts in (b) durch + Anq ersetzen, 
wobei hier der Wert von q für den Aufpunkt zu nehmen ist. Das 
zweite Integral links in (b) verschwindet bei dem Grenzübergang 

Ä =» 0, da hier ^« — doBxQ ist. Wir erhalten deshalb aus (b) 

bei B = 0: 

oder 

Wir nehmen jetzt (123) als unabhängig von (124) bestehend 
an, so daß p nicht mehr ■= — ist, bringen alle Glieder in (123) 
auf die rechte Seite und addieren sie zu (124). Wir erhalten dann 

4:itq ^ fGäxyVqdv —fqöivVpdv + 



[ F F 



WO 



(d) . G=p-^ 
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Ist überall div Vjp « innerhalb V und A'erschwindet G auf 
der Oberfläche F^ so folgt aus (c) 

(125) 4.%q^jG^\Vqdv +fqVGdf. 

V F 

Dabei bedeutet G die sogenannte Greensche Funktion und 
die Gleichung (125) den Greenschen Satz, welcher lehrt, wie 
man den Skalar q innerhalb des Feldes V berechnen kann aus 
seinen Oberflächenwerten und aus den Werten von div Vg im 
Innern von F. 

20. Das Potential. Wir haben in Nr. 12 gesehen^ daß, wenn 
ein Vektor ;2( gleich dem Gradienten eines Skalars q ist, wenn also 

(a) 31 = V^ 

ist, aus dem Stokesschen Satz (87) und aus (89) folgt: 

(b) /n rot Tidf = /n rot Vqdf = fjidi == Jdq ^ 0, 

/ / L L 

falls q stetig und eindeutig ist. Denn im Falle der Eindeutigkeit 
von q müssen wir bei einem Umlauf um eine geschlossene Kurve 
wieder zum Anfangswert von q zurückgelangen. 

P Diese Bedingimgen seien für q innerhalb eines 

p Baumes erfüllt. Dann wollen wir (b) auf ei^e ge- 
schlossene Kurve -42) J? (7-4 (Fig. 17) innerhalb dieses 
Raumes anwenden. Es ergibt sich: 

fVqdi^fVqdi 

AlfB AGB 




Fig. 17. 



d.h. 

(c) ä'B — g^ = konst. «/Vgrfl, 



B 



da es unabhängig vom Integrationswege zwischen den Punkten Ä 
und B ist. Ist also z. B. g^ bekannt, so kann der Wert qs für 
einen beliebigen Punkt B mit Hilfe von (c) bestimmt werden. 
Wegen der angenommenen Eindeutigkeit können wir die Kurve 
in Fig. 1 7 allmählich zu einem Punkte zusammenschrumpfen lassen. 
Mit Rücksicht auf (80) können wir dann sagen: 

Ist rot ;3t = 0, so kann ^ dargestellt werden in der Form 

(d) 51 = Vq. 
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In diesem Fall nennt man q das (skalare) Potential des Vek- 
tors 5C und sagt, daß der Vektor ;?( von einem Potential ab- 
leitbar sei. 

Da q durch (124) dargestellt werden kann, so folgt aus (d) 
und (124) 

V F F 

Wir wollen den letzten Vektor der rechten Seite in (126) um- 
formen. 

Bezeichnen wir ihn durch — 7—, so erhalten wir erstens 
(e) ^B « V fqnVjdf = — V j qdo, 

F F 

denn nV— e?/*= — do, wo do wieder den räumlichen Winkel 

bedeutet, unter welchem man vom Aufpunkt das Flächenelement 
df sieht. 

Zweitens können wir, wie sogleich gezeigt werden soll, schreiben 



(127) ^ = ~ rot ß~y^ df^- rot f 



r 

F 



[m^^_ 



Um diese Umformung zu beweisen, gehen wir aus von der 
Identität 

(f) [v(f)n] = ^[V,«] + «[vi«] 

und bilden 

F FF 

Auf die linke Seite von (g) wollen wir (93) anwenden. Dies 
setzt voraus, daß V(— ) innerhalb F endlich und stetig ist. Da 

aber fllr den Aufpunkt V(— ] unendlich wird, schlagen wir um 
ihn eine Kugel mit dem Badius B und der Oberfläche F^ Für 
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den Baum V zwischen F und JF\ ist dann der Gaußsche Satz an- 
wendbar; es yrird also, unter Berücksichtigung von (80): 

(h) Jlv{^)n]äf+f[^{^)n]df^-LiV(^)dv^O. 
F r^ V 

Für das zweite Integral links können wir nach (g) schreiben 

/[v0).].f-yi[v,.w-/iM., 

Hier verschwindet aber das erste Integral für U = 0, da (!/*"= iJ^do 
ist, und das zweite, weil Tq und u entgegengesetzt gerichtet sind. 
Es wird deshalb auch das erste Integral links in (h) gleich Null. 
Zerlegen wir es gemäß (g), so erhalten wir demnach, in Analogie 
mit den Entwicklungen in Nr. 17: 

F F r 

Aus gleichen Gründen ist: 

(k) Aiy fqjdf - -JqxiVUf 

r F 

und wegen (84) und (108) 

(1) Vf*L^^df=0. 

Der Gradient von (k) ergibt, wie ein Vergleich mit (e) zeigt, 
den Wert — IB. Nehmen wir deshalb den Eotor von (i), so er- 
halten wir infolge (1) und (79 a) den Ausdruck (127), den wir 
ableiten wollten. Wir sehen also, daß KB sowohl durch den Botor 
eines Vektors als auch durch den Gradienten eines Skalars dar- 
gestellt werden kann. Hieraus folgt unmittelbar 

(m) div KB = rot KB = 0. 

Wir wollen hier noch einen Vektor C anführen, welcher der- 
selben Bedingung (m) genügt. Und zwar soll sein 

(128) « = rot r^ • 
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Aus (90) und (i) Nr. 17 folgt 

L / f 

und daher 

(129) €^Yotfy ^fn^^df 

oder 

(130) €^S7fdo^^a. 

Hier bedeutet Sl den räumlichen Winkel, unter welchem die un- 
geschlossene Fläche f mit der Bandkurve L vom Aufpunkt aus 
gesehen wird. Das Vorzeichen von do bestimmt sich, je nachdem 
UXq positiv oder negativ ist. 

FäIIs F zu einer geschlossenen Fläche wird (/"= ^), so ist 
klar, daß Sl = Ajt wird, wenn der Aufyunkt innerhalb F liegt, 
und Sl = Oj wenn der Aufpunkt außerhalb F liegt, d. h. Sl macht 
einen Sprung um 4:7t beim Durchgang des Aufpunktes durch die 
geschlossene Fläche F. Der Vektor C aber ist hierbei ständig Null 
und infolgedessen auch stetig. 

Auf Grund von (127) können wir jetzt statt (126) schreiben 

(.31) , - V, — ^pl?.. + ^/?J.r+ P,ß^W 

V FF 

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit (lll), so sehen wir, daß 
beide identisch werden, da doch rot 3C == ist. Hieraus müssen 
wir folgern, daß wir das hier benutzte q nicht mit dem p 
(112) und (120) identifizieren dürfen. Dies ist eine sehr 
wichtige Bemerkung, die wir stets im Auge behalten müssen. 
Nur falls ß in (e) gleich Null wird, d. h. das letzte Glied in (131) 
verschwindet, ist, abgesehen von einer Konstante, i? = ^. 

Bezeichnen wir zur Abkürzung div !^ durch ^, so ersehen wir^ 
aus (131), dass das Potential g, mit dessen Hilfe der Vektor 3i 
dargestellt werden kann, der Gleichung 

(132) (I = V»g 

genügt. Diese Gleichung nennt man die Poissonsche Glei- 
chung. Ist ^ =» 0, so geht diese Gleichung in die Laplacesche 
über. 

y. Ignatowsky, Vektoranalysis. L 4 
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Anderseits aber folgt aus (114): 

rot KB = rot^ H oder im Hinblick auf (122) und (79 a) 

(133) V^H = (E = - rot KB. 

Zerlegen wir jetzt 51 und ^ in ibre Komponenten in bezug 
auf ein rechtwinkliges geradliniges Koordinatensystem, so erb alten 
wir z. B. für die t-Komponente, infolge (84), 

(133a) V^A^-^i- 

Dies ist aber nicbts anderes als die Poissonscbe Gleichung. 
Es genügen also die Komponenten von H, in bezug auf ein recht- 
winkliges geradliniges Koordinatensystem, einzeln der Poissonschen 
Gleichung, wie ein skalares Potential. Es wird deshalb der Be- 
standteil JI des Vektors KB als Vektorpotential bezeichnet. 

21. Partielle Differentiation. Ein Vektor oder ein Skalar 
kann, wie schon erwähnt, im allgemeinsten Fall von den Koordi- 
naten und von der Zeit abhängen. Hierbei kann es vorkommen, 
daß die Koordinaten und die Zeit explizite und implizite im Vektor 
oder Skalar in Form von gewissen skalaren Parametern enthalten 
sind. 

Es sei 5C ein solcher Vektor, der außer von den Koordinaten 
noch von einem Parameter a abhängt. 

Gemäß (45) ist allgemein 

U) div 5C = lim 



V=0 



Bezeichnen wir durch ^^ den Wert von 5C für einen festen Punkt 
innerhalb F, so können wir 5C für die Oberfläche F darstellen: 

(b) ;2i = ;ai + c?;a = 5Ci + 1?«;3( + ^e?a. 

Hierbei bedeutet d !X die Änderung von !^ bei konstantem a und 

^5— die partielle Derivierte von 5C nach a. -ö— ist konstant und 
da '^ da 

gleich dem Wert für den festen Punkt. 
Aus (a) und (b) erhalten wir deshalb 

f{%, + d^%)ixdf fdandf 

(c) div^ = ^^ ^ + '^'-v-^ 
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wobei der Grenzübergang zu V = noch nicht ausgeführt zu 
denken ist. 

Falls wir -0— Va, = addieren, wo a. konstant ist und den 
da '^ ' . ^ 

Wert von a für den festen Punkt bedeutet, bekommen wir aus (c), 
da der Wert von a auf der Oberfläche F gleich a^ -\- da ist, 
nach dem entspreqhenden Grenzübergang unter Berücksichtigung 
von (44), 

(134) div 3C « div^;X + I^Va. 

div^ bedeutet, daß a bei der Operation div als konstant angesehen 
werden muß. 

Ganz analog finden wir aus (46) 

(135) rot :^ = rot^;2l — [|f ^«]- 
Ebenfalls ergibt sich, wenn p einen Skalar bedeutet: 

(136) Vp = V,j, + If Va. 

Setzen wir p =» div ^^ dann folgt hieraus wegen (134) 

(137) V div ;3( = V„ div„;3t + ^-^f Va + v(|| V«) 
und aus (135) 

(138) rot» 3( = TotJ 3( - [-a^ V«] - rot f^^Va]. 

22. Einführung der Abhängigkeit von der Zeit. Es 

sei ß ein Vektor, der außer von den Koordinaten noch von der 
Zeit t abhängt Aus diesem Vektor bilden wir einen neuen, indem 
wir ^ in 10 durch a = t -{- br ersetzen. Diesen neuen Vektor be- 
zeichnen wir durch ß\ 

Es bedeutet r in a=^t-\-hr die Entfernung des Aufpunktes bis 
zu einem Volumenelement innerhalb der Fläche F oder bis zu 
einem Flächenelement von JP; h ist der Dimension nach gleich 
einer reziproken Geschwindigkeit. Der Aufpunkt soll sich inner- 
halb F befinden. 

4* 
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Den Einheitsvektor längs r, vom Au^unkt aus gerechnet, be- 
zeichnen wir, wie gewöhnlich, durch Tq. Außerdem nehmen wir 
an, daß h innerhalb F konstant ist. 

Wir erhalten deshalb aus (134) und (97) 

(a) äiYß'^diYß + bi^Xo 
und aus (135) 

(b) rotiB' =»rotiB — ft^to . 

t-\-br L^ / + 6rJ 



Denn es ist augenscheinlich einerlei, ob wir dii'ekt div^i3 ' bestimmen, 
oder zuerst div lÖ und nachträglich t durch ^ + fcr ersetzen. Um 
dies letztere anzudeuten, ist t -\- hr unter die entsprechenden 
Glieder in (a) und (b) gesetzt. 
Demnach ist also auch 

Aus (136) und (110) fließt weiter: 

V r V 

Ersetzen wir jetzt in (109) ß durch ß\ so gewinnen wir, unter 
Berücksichtigung, daß für den Aufpunkt, also für r =^ 

ist, aus (a) und (d) 

ß = —T- I dv — -:- I nß ^V -df— 

^V ^t-^br ^^J ^ 



(e) 



^ *nj dt r inj r dt ,^^^ 
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Aus (138) auf Grund von (63), (134) und (135) folgt 

•ot'lB' rot'iö br .du 1 b .rdß' 1 



(f) 



^rotM»_ +?^ rotf? l-*f^V) 



dt 



+ 



+'S'K-' 



^iv To + V ^^^ 37 + 



dt 



+ 



6»r« a»iö' 



dt 

t-\-br 



Ta. 



Anderseits haben wir ans (60) und (61) 



dt ' r 



(«) 






Da nun laut (102) 



d 



dß' 



d 



dß 



bd^ß 



(^) 



\r ) dt T dr r dr^X^r dt 






h d^ß 

rdt* 



jst, so ergibt sich im Hinblick auf (136), (68) und (97) statt (g): 
-/)(^v)r„.../^[.rot^^^^J... 



(0 



+ 

+ h 



fi-'-^''^'-f^^^(^y'- 



Außerdem ist wegen (60) und (61) 

«/f;-55^f=/(^)^.<.+ ri^v(^) 



^w» 
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und wegen (93) und (138) 



(1) 



n-^dv-ßrotü'^'^dv. 



Nun ist [^„|___r„JJ = _^.„r„-ro--g^n 

und hieraus folgt mit Hilfe von (k) aus (1) 



Setzen wir diesen Ausdruck in (e) ein und berücksichtigen (f) 
und (i), so liefert die leicht abzuleitende Beziehung 

(n) 2 div ('-) = ^^/-^- 

(denn es fließt aus (53), (107) und (100) 

\r / r ^ r r r* 

div to = divf-f«) = div (?) = l + rV-; = ?): 

rot«<B+ 6« a«*~ V / divlB , . 
rrr-dv — — I dv + 



(139) 
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wofür sich auch sehreihen läßt: 



(140) 



KB = --- I f«y — T- / — — - tly + 



+ 






Ist [) = 0^ SO muß (l40) in (111) übergehen, wovon man sich 
auf Grund (117) überzeugen kann. 



Kapitel V. 

Allgemeine Bemerkungen. 

23. Mehrfach zusammenhängende Bäume. Wir wollen 
jetzt einen Vektor 5C untersuchen innerhalb eines Raumes F, 
welcher einerseits durch eine unend- 
lich große Kugeloberfläche und ander- 
seits durch einen ringförmigen Kör- 
per ah cd, mit einem Querbalken e, 
(Fig. 18) begrenzt ist. Innerhalb V 
soll überall rot 3( = sein. Dann 
ist nach den Entwicklungen in Nr. 20 



Ä- 




(a) 



5C = Vg. 







D 



Fig. 18. 



In Fig. 18 sei D eine geschlos- 
sene Kurve, die den Teil bad des 
Körpers umschlingt. Zugleich soll Z> 
die Randkurve einer Fläche f sein, 
welche den Körper in einer geschlos- 
senen Kurve a schneiden mag. Der zwischen den Kurven D und 
a liegende Teil der Fläche f heiße f^ (in Fig. 19 noch einmal 
gezeichnet). 

Wir denken uns, für einen Augenblick, f^ (Fig. 19) längs AB 
zerschnitten und wenden auf die so zerschnittene Fläche f^ den 
Stok es sehen Satz (87) an. Es folgt dann, da rot 3C = ist, 

f2idi = 0, 
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wo L die Randkurve der zerschnittenen Fläche f^ bedeutet. Aus 
Fig. 19 ersieht man, daß sich L aus a, D und der zweimaligen 
Länge von AB zusammensetzt. Ist die ümlaufsrichtung längs L 

einmal festgelegt, so ergibt sich aus Fig. 19, daß 
AB^ bei der Integration zweimal und zwar in ent- 
gegengesetzten Richtungen durchlaufen wird. Des- 
halb verschwinden die diesbezüglichen Teile des 
obigen Integrals, und wir erhalten statt dessen 

(fc) /adj + /3Cdi -= 

^ ^ a D 

oder, falls wir die ümlaufsrichtung im ersten Integral umkehren, 
(Fig. 18) 

(c) fSidi^fZdl 

^ ^ Da 

Wir denken ims die Fläche f dehnbar und bewegen die 
Kurve a längs dem Teil had des Körpers. Hierbei ändert sich 
die linke Seite von (c) nicht, und infolgedessen bleibt auch die 
rechte Seite unverändert, d. h. 

r^\ f^^^ == konst. 

längs dem Teil had des Körpers. 

Wir dehnen jetzt f, bei unbeweglichem Z), so weit aus, daß 
der Körper in e und c zugleich durch f geschnitten wird. Es 
nimmt dann f die Form eines Sackes an, dessen Öffnung durch 
Z> begrenzt wird. Auch jetzt ändert sich die linke Seite von (c) 
nicht, und wir erhalten ganz analog wie (c) unter Einhaltung des 
richtigen Umlaufssinnes 

(e) /^^i =/3C^l +f3idi ^fZdi = konst. 

Hierbei ist das Integral f%d{ = konst. längs dem Teil hed des 
Körpers und fy^di «= konst längs dem Teil hcd. 

Q 

Lassen wir die Kurve D sich allmählich zusammenziehen, so 
wird diese in einem gewissen Moment auf der Oberfläche des Körpers 
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zu liegen kommen^ und falls sie zu einem Punkt zusammenschrumpft, 
unbedingt den Körper durchschneiden. Die Oberfläche des betrach- 
teten Körpers bildet aber einen Teil der Grenze des Baumes V. 
Wir sagen deshalb: Werden in einem Raumgebiet beim Zu- 
sammenziehen einer geschlossenen Kurve zu einem Punkt die 
Grenzen dieses Raumes durchschnitten, so wird der betreffende 
Raum ein mehrfach zusammenhängender genannt. Anderseits 
nennt man eine geschlossene Kurve, welche zu einem Punkt zu- 
sammengezogen werden kann, ohne die Grenzen des betreffenden 
Raumes zu zerschneiden, eine „reduzierbare". Zwei Kurven, die 
auf zwei verschiedenen Wegen zwei Punkte im Raum verbinden 
und ineinander überführbar sind, ohne die Grenzen des Raumes 
zu überschreiten, bilden zusammen eine reduzierbare geschlossene 
Kurve. 

Wir schließen hieraus, daß der Ausdruck (b) Nr. 20, resp. 
(89) nur so lange gültig ist, wie L als eine reduzierbare 
Kurve angesehen werden kann. Um eine solche reduzierbare 
Kurve zu erhalten, haben wir oben die Fläche f^ (P^g* 19) 
längs AB zerschnitten. Auch die Kurve in Fig. 17 ist eine re- 
duzierbare. 

Ist L keine reduzierbare Kurve, so braucht im allgemeinen 
das Integral nicht Null zu sein, wie wir dies eben gesehen 
haben. Es kann aber der Fall eintreten, daß längs den Grenzen 
eines mehrfach zusammenhängenden Raumes die tangentiale Kom- 
ponente von ^ überall verschwindet. In diesem Fall ist die 
rechte Seite von (c) gleich Null; d. h. in einem solchen Raum 
kann jede geschlossene Kurve als eine reduzierbare angeseheur 
werden. 

Wir stellen uns jetzt vor, die Öffnungen M und M^ des be- 
trachteten Körpers in Fig. 18 seien durch Membrane geschlossen, 
und setzen fest, daß diese Membrane bei der Bildung eines Linien- 
integrals längs einer geschlossenen Kurve nicht durchsetzt werden 
dürfen. Daraus erhellt sofort, daß wir durch diese Membrane 
unseren Raum in einen einfach zusammenhängenden verwandelt 
haben, d. h. in einen solchen, wo jede geschlossene Kurve eine 
reduzierbare ist. Hieraus erklärt sich auch, was man unter 
einem n-fach zusammenhängenden Raum versteht. Ein 
solcher Raum wird dadurch gekennzeichnet, daß wir zum min- 
desten n — 1 Membrane ziehen müssen, um ihn in einen einfach 
zusammenhängenden zu verwandeln. 
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Demnach wäre der äußere in Fig. 18 dargestellte Baum ein 
dreifach zusammenhängender und ein ebensolcher der innere Eaum 
des Körpers. Als bekanntes Beispiel eines zweifach zusanmien- 
hängenden Baumes sei der äußere, resp. innere Baum eines Binges 
erwähnt. 

24. Mehrdeutige Funktionen. Wir wollen jetzt die Kon- 
stante in (d) Nr. 23 durch A:nJ bezeichnen und erhalten dann aus 
(d) und (e) Nr. 23 

(a) ./*^^A =^ ^^^^ 



D 



Dies gilt für eine beliebige geschlossene Kurve, die den Teil had 
des Körpers in Fig. 18 umschließt. Nehmen wir jetzt ein Linien- 
integral längs einer geschlossenen Kurve, welche um den Teil had 
m-mal herumgeht, so erhalten wir statt (a) den wi-fachen Wert, d.h. 

Da aber aus rot;2C = folgt: ;}( = Vg, so ergibt sich aus (b) 
(c) q^ — g^ = 4tnmJ 

d. h. in einem mehrfach zusammenhängenden Baum kann das Poten- 
tial eine mehrdeutige Funktion sein. Durch diese Mehrdeutigkeit 
werden die Ausdrücke (a) Nr. 19, (123) und (124) unbestimmt. Diese 
Unbestimmtheit liegt in der Zahl m. Setzen wir jetzt ein für alle- 
mal fest, daß wir nicht mehr als einmal had umlaufen dürfen 
d. h. w = 1, so fällt diese Unbestimmtheit fort. Diese Bestimmung 
kommt darauf hinaus, daß wir die in Nr. 23 eingeführten Mem- 
brane bei der Integration nicht durchsetzen dürfen, falls wir an- 
nehmen, daß der Anfangs- und Endpunkt deslntregrationsweges 
längs D auf der Membrane liegt. Es fragt sich jetzt, wie sich die 
entsprechenden Ausdrücke in Nr. 19 ändern werden, bei der Ein- 
führung dieser Membrane? Wir wollen uns auf das Beispiel eines 
zweifach zusanmienhängenden Baumes beschränken und zwar auf 
den inneren Baum eines zu einem Binge zusammengebogenen 
Bohres. Die Verallgemeinerung auf einen w-fach zusammen- 
hängenden Baum ist dann leicht zu bewerkstelligen. 

In unserem Beispiel wird die entsprechende Membrane durch 
einen beliebigen Schnitt quer durch den Bing dargestellt. Nehmen 
wir jetzt das Linienintegral längs einer Kurve von einer Seiite der 
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Membrane aus^ längs dem inneren Eaum des Ringes, bis zur anderen 
Seite der Membrane, so gewinnen wir laut (a) 

(d) q^ — q^ ^fZdi = 3c = 47r/. 

und hierbei ist x eine konstante Größe längs der ganzen Membrane. 
Denn aus dem Vorhergehenden sehen wir, daß 4:7tJ== % konstant 
ist für beliebige nicht reduzierbare Kurven, die ein und denselben 
Teil der Oberfläche des begrenzenden Raumes umkreisen. Wir 
können aber einen beliebigen Punkt der Kurve als Anfangs- resp. 
Endpunkte des Integrationsweges betrachten. Hierbei wird % für 
alle Punkte konstant sein. Für eine andere Kurve erhalten wir, 
wieder für einen beliebigen Punkt, dasselbe %. Da aber bei unserem 
Beispiel alle Anfangs- resp. Endpunkte beliebiger Kurven, die den 
Ring innerhalb umkreisen, auf den entsprechenden Seiten der 
Membrane liegen, so muß, wie gesagt, jc längs der Membrane kon- 
stant sein. Aus (d) folgt dann, daß k nichts anderes bedeutet als 
den Sprung von q beim Durchgang durch die Membrane. 

Wir können deshalb die oben gestellte Frage, wie sich die Aus- 
drücke in Nr. 19, bei der Einführung der Membrane, ändern werden, 
in dem Sinne beantworten, daß wir die Oberflächen der Membrane 
zu der das Volumen "P begrenzenden Oberfläche mitrechnen. 

Bevor wir weitergehen, wollen wir ein für allemal festsetzen, 
daß der Vektor 5C eindeutig ist. Denn wir wollen uns unter 5C 
stets einen Repräsentanten einer physikalischen Größe z. B. Kraft, 
Geschwindigkeit usw. vorstellen, und von einem solchen Vektor 
können wir keine Mehrdeutigkeit voraussetzen. 

Dasselbe gelte auch für einen Skalar, der eine physikalische 
Größe darstellt, z. B. Temperatur, Dichte usw. 

Hieraus ist es nach dem Vorhergehenden leicht, die ent- 
sprechenden Formeln in Nr. 19 und 20 für unser Beispiel eines 
2 -fach zusammenhängenden Raumes umzugestalten. 

Wir fangen mit (a) Nr. 19 an, wobei wir zugleich p=^q setzen. 
Hierbei müssen wir F -\- 2f statt F schreiben, wo fäie eine Seite 
der Membrane bedeutet. Wir erhalten dann 

(141) f^q . ^qdv = fqn^qdf + %f\i^qdf —Jq div Vqdv , 

V F f V 

wobei die positive Normale zu f mit der Richtung des positiven 
Sprunges von q zusammenfällt. 
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In Fig. 20 ist ein Teil des Ringes gezeichnet; es bedeutet 
MM' den Schnitt der Membrane durch die Zeichenebene. Die 

Richtung des Integrationsweges ist durch den 
Pfeil angedeutet. 

Wir wenden uns jetzt zur Oleichung (124), 
Hier verändert sich wegen der Eindeutigkeit von 
^q = %, nur das dritte Glied. Wenn wir dieses 
Ijf' mit q bezeichnen, so ist: 




Fig. ao. 



(142) 4:7tq'^- fqn^^df-n fn^jdf 

F j 



Hieraus folgt wegen der Beziehung Vg = ^, daß sich das dritte 
Glied auch in (126) ändern wird. 

Bezeichnen wir dieses durch 4:7t%\ so finden wir 

(143) 4.nX V fqnS7^df- xV CnV^df 

^ f 

oder wegen (129): 

(143a) ^TtX = — ^ fqnS7^df+KrotC^, 

F L 

WO L die Randkurve der Membrane, d. h. die Schnittkurve der 
Membrane mit der Oberfläche F bedeutet. 

Verfolgen wir jetzt die Ableitung des Ausdruckes (127), so 
zeigt sich, daß wir auch die Oberfläche der Membrane berücksichtigen 
müssen, und erhalten statt (127): 

- xoi f^df^ vJqxiV\df+ K^fn^^df^ 

('^') ^ \ 1 ' rdi 

- V lgttV^c?/'-xrot /y. 

F L 

Hieraus und aus (143) ersehen wir, daß die Form der Darstellung 
in (131) unabhängig ist von der Art des Raumes. 

Man sieht also unmittelbar, daß die Mehrdeutigkeit von q nur von 
q' abhängt, und daß p und D in Nr. 17 stets eindeutig sein werden. 
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Ist die tangentiale Komponente von ^ auf F überall gleich 
Null, so muß q längs F konstant und gleich q^ sein. Dann ist 
aber auch x = 0, und es folgt aus (144) 

(e) g,v/«vidf=0. 

F 

Dies ergibt sich auch unmittelbar aus den an (130) anknüpfenden 
Erörterungen. Da aber x == ist, ist auch keine Mehrdeutigkeit 
vorhanden. Dies deckt sich mit dem in Nr. 23 für den Fall des 
Yerschwindens der tangentialen Komponenten von ;X Gesagten. 

Auf Grund von Nr. 28 und 24 können wir jetzt auch den Gültig- 
keitsbereich von (80) resp. (a) Nr. 13 näher untersuchen. Wie er- 
sichtlich, ist (a) Nr. 13 eine Folge von (89), unter der Voraussetzung, 
daß in (89) L eine reduzierbare Kurve ist, damit bei einem 
Umlauf längs derselben p denselben Wert annimmt. Eine solche 
Kurve kann zu einem Pimkt zusammengezogen werden, woraus 
dann (a) Nr. 13 folgt. Da aber, wie wir gesehen haben, eine redu- 
zierbare Kurve auch in einem mehrfach zusammenhängenden 
Baume gezogen werden kann, so ist klar, daß (80), resp. (a) Nr. 13 
stets gültig ist, imabhängig davon ob p ein- oder mehrdeutig ist. 

25. UnStetigkeiten. Die bisher vorgenommenen Transfor- 
mationen beruhen auf der Annahme, daß alle Größen, Vektoren 
wie Skalare, innerhalb des Baumes V stetig sind. Wir wollen 
jetzt das Vorkommen von Unstetigkeiten näher untersuchen. 

So wissen wir, daß V— im Aufpunkt unstetig wird. Auch 
die Funktion /ttV .<i/*«= — Sl macht einen Sprung von 47r 

F 

beim Durchgang des Aufpunktes durch die Oberfläche F. Im 
allgemeinen können Flächen, Linien und Punkte vorkommen, wo 
die betreffenden Größen unstetig sind. 

Um auf ein Volumen oder auf eine Fläche, innerhalb welcher 
solche unstetigkeiten vorkommen, den G au ß sehen Satz, den 
Stokesschen Satz oder andere vektoranalytische Transformationen 
anwenden zu können, verfahren wir folgendermaßen. 

Ganz analog, wie wir bei der Untersuchung von V— um den 

Aufpunkt eine kleine Kugel geschlagen haben, werden wir auch 
im allgemeinen Fall die Unstetigkeitsflächen, -linien und -punkte 
durch entsprechende Flächen, Bohren und Kugeln vom übrigen 
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Baum ausschalten und diese letzteren zu den Begrenzungen des 
Baumes mitrechnen. Nachträglich werden wir diese Flächen sich 
unendlich nahe an die ünstetigkeitsflächen anschmiegen lassen und 

die Durchmesser der Bohren, resp. der Kugeln 
unendlich klein machen. Dies vorausgesetzt 
können wir einfach sagen, daß die vor- 
kommenden Ünstetigkeitsflächen, -linien und 
-punkte als zu den Begrenzungen des Baumes 
gehörend anzusehen sind. 

Es sei z. B. F^ die Fläche, auf welche 
wir den Gauß sehen Satz anwenden wollen 
*''*• ^^' (Fig. 21). Innerhalb dieser Fläche liege eine 

ünstetigkeitsfläche F^^ die den inneren Baum V in zwei Teile V^ 
und V2 teilt. Falls wir, wie immer, die äußere Normale zu F^ 
als positiv annehmen, erhalten wir aus dem Gauß sehen Satz für 
das Volumen Y^: 

Fl Fl i, 

und für das Volumen Y^i 

fdiY^^^dv ^f;^ndf. 

Bechnen wir, wie auch stets im folgenden geschehen soll, die 
positive Normale auf der ünstetigkeitsfläche vom ersten Baum in 
den zweiten hinein, also von V^ nach Fg hin, so ergibt die 
Summe beider Ausdrücke, wegen V^ -\- Fg = V: 

(Üb) f^Y%dv +f{%^ - %^)xidf^ fZiUdf. 

V F^ h 

Wir sehen also, daß hierbei der Gauß sehe Satz zu ergänzen ist 
durch ein Oberflächenintegral längs der ünstetigkeitsfläche, welches 
von dem Sprung der normalen Komponenten von^C auflag abhängt. 
Wenden wir jetzt auf dieselbe Fig. 21 den Satz (93) an, so 
finden wir ganz analog 

(14G) froi^dv + f\xi{;^ - yi^W = fVn:^l^df. 

Y F^ F^ 

Wir kehren jetzt zu der Fig. 18 in Nr. 23 zurück und wenden 
den Stok es sehen Satz auf die ganze Fläche f an, deren Band- 
kurve also nur D ist. 
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Bezeichnen wir wieder durch f^ denjenigen Teil von /*, welcher 
außerhalb des Körpers (Fig. 18) liegt und durch f^ denjenigen 
Teil, welcher innerhalb liegt, so erhalten .wir für f^ aus dem 
S tokos sehen Satz 

(a) /nrot3CiC?/*=/;2Cidl +/3li^l 

f\ Da 



und fiir f^ 




(b) 





Da aber die Normale auf f überall nach einer Seite hinweist, so 
wird in (a) d[ längs a von entgegengesetzter Richtung sein als 
in (b). Rechnen wir jetzt als positiv diejenige Richtung von d\^ 
welche der Fläche f-^ zukommt, d. h. Ji^ entspricht, so liefert die 
Summe von (a) und (b) wegen f = fi + f^' 

(147) fxiroi7idf+f{%^ - :^,)di ^f^^di, 

f a D 

Ist kein Sprung der tangentialen Komponenten längs dem 
Körper vorhanden, so verschwindet das Integral längs a in (147). Ist 
außerdem noch rot ;^ = auf /i, so folgt aus (l47) und (a) Nr. 24: 

(c) 4.TtJ ^fn rot 3(2 ^A 

A 

Ganz analog fließt aus (e) Nr. 28, falls wir dort die Integrale 
längs c und e durch 47rJ^ und i^TtJ^ bezeichnen: 

(d) J==J, + J^, 

Nebenbei sei bemerkt, daß (d) formal mit dem Kirchhoff- 
schen Gesetz der Strom Verzweigung übereinstimmt und (c) mit 
der Maxwell sehen Gleichung für stationäre Ströme, falls J den 
Gesamtstrom in dem Teil bad des Körpers (Fig. 18) bedeutet 
und ^^2 die magnetische Kraft, auch innerhalb had. 

Wir kehren jetzt zu den Ausdrücken (145) und (146) zurück. 
Aus denselben ersehen wir unmittelbar, daß die Größen div ^dv 
und {^ — Zi)ndf einerseits, und rot ^dv und [n(3C2 — SiiJldf 
anderseits als gleichwertig angesehen werden müssen. Aus diesem 
Grunde wird das skalare Produkt (^2 ""^i)*^ die Flächendiver- 
genz und das vektorielle Produkt [tt(^2 ~ ^1)] der Flächen- 
rotor genannt. 
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Da wir uns unter ^ immer eine physikalische Größe vorstellen 
wollen, so müssen wir, Stetigkeit in der Natur vorausgesetzt, an- 
nehmen, daß !2i an der Fläche F^ keinen Sprung im mathema- 
tischen Sinn erleidet, sondern beim Durchgang durch F^ sich stetig, 
wenn auch sehr schnell ändert. Dann «müßten eigentlich die Inte- 
grale in (145) und (146) über f^^ vom mathematischen Stand- 
punkt aus, verschwinden. Wir wollen sie aber dennoch beibehalten, 
um den physikalischen Sprung anzudeuten. Aus diesen Über- 
legungen folgt, daß in einem bestimmten Baum, falls dort div ;2( "» 
ist, auch die normalen Komponenten stetig sind. Ganz analog werden 
die tangentialen Komponenten stetig sein, falls rot !^ = ist. 

26. Ableitung einiger allgemeinen Ausdrücke. Im fol- 
genden wollen wir Stetigkeit der zu betrachtenden Größen voraus- 
setzen. Sollen dennoch ün Stetigkeiten berücksichtigt werden, so 
ist dies leicht vermöge Nr. 25 zu bewerkstelligen. 

Wir zerlegen auf Grund von Nr. 17 zwei gegebene Vektoren 
5(i und 5(2 

(a) 5(i = Vpi + rot ffl^, SC, = Vp, + rot ffl^ 

und wollen das Integral 

(b) Ä^fZi^^dv 

V 

bestimmen. 

Es ist nach (a) 

(c) Äi Äg = VjPiVpj + Vpi rot ID, + Vpg rot ffl^ -f rot fflj rot fflg- 

Anderseits haben wir 

div (jpi Vp^) = VjPiVjPj + i?i V^s, « VjPi Vi?2 + Pi div Äg 
div (pi rot ^2) = Vpi rot JUg 
div [ffli V^Jg] = Vpgrotffli 
div[JIIirotJIIg] = rot llj rot Hg — ^^i rotÄ^. 

Aus (b) (c) und (d) folgt demnach 
(148) Ä «/5(i;2l2di; -«/(JUirot^ta —Pi^Y7i2)dv + 

V V 



(d) 
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Einen analogen Ausdruck erhalten wir, falls wir !^^ mit ^^^ ^^^'' 
tauschen und entsprechend H^ und p^ mit lüg und p^- Da die 
linken Seiten dieser beiden Ausdrücke gleich sind, so können wir 
dieselben gleichsetzen. Wir überlassen dies dem Leser auszuführen 
und wollen in (148) ^X^ = ^g = ^ setzen. Es folgt dann 

(149) B ^J'iK^dv =/(D rot ;2t - p div t)äv + 



V 



+/(pn;X + IIl[;3(n])(l/: 

F 

Wir bestimmen jetzt das Integral 

(e) Bj -/951M«;, 

V 

wo ^ einen mit dem Ort veränderlichen Skalar bedeutet. Aus (a) folgt 

(f) ^;3C* = ^(^pY + 2^yp . rotffl + ^(rotJIl)l 

Außerdem ist 

div (^i? Vjp) = ^(Vp)* + pVq>Vp + ^pV^p 

div [(jJUrotJU] = — (>JII rot* ffl + ^ (rot D)* + [V^ ffl] rot D 

div (^2^rotJIl) = ^Vp rot 11 + pV(» rot H 

div [^lIlVp] = ^Vprotm + yp[V^ ffl] 
div Ti = VV; rot;?( = rot* ID. 
Deshalb erhalten wir 
(150) J5i=/^:3l*dt;=/{^Drot;X— (»i?div;2t-(2>V^ + [V(> III])}c7i? + 



(g) 



r 



+/^(p;3(n + ll[;3CnJ)(^/*. 

F 

Für ^ = konst. geht (150) in Bq über. 

Wir wenden uns jetzt zu dem Ausdruck (96) und setzen ^ = %q. 
Wir finden dann 

(151) r^(;x • ;Xn - ^* • n)df=^ r:^diY(Q:K)dv + 

F V 

+ M[rot5l X]dv - \ I :^^^Qdv . 



V 
Y. Ignatowsky, Vektoranaly^ia. I. 
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Nun ist 

(h) /^KBSC • :Kndf=^fäiv{:^ - Qß:^)dv «/l35l diY{QX)dv + 

F V V 

+ fQ^V{i^X)dv 

V 

und 

(i) AJ' • ßndf^ß div(l8 • Q:^yiv = | Al^div(^KB)^y + 






^Cqi^V^^dv, 



Subtrahiert man (i) von (h) und beachtet (68), (74) und (32), 
so folgt: 

(152) hiß:^ • 5Cn -^ • ßn)df=='lß:^ div (QX}dv + 

F V 

- CqTi (:^^)ßdv + lQ:X[ß rot X\dv - \ C%^ div {Qii)dv. 



+ 
« 
r 



Ist im speziellen Fall jß = r, so ergibt sich wegen (lOO) und (101) 
(153) Cq:^Hv -= 2 jx3idiY(QX)dv + 2 /^;a[r rot:3ll^t; - 

- / ;2l2 . r V^cii; _ 2 /^ (r;3( • ;3( n - ^- • rn)c?/*. 



wo für den Aufpunkt von r irgendein im Räume fester Punkt 
angenommen wird. Wir nehmen jetzt rot Z = und () = konst. an. 
Dann fließt aus (153) 

(154) C:^^dv^2 Cv:^diY:Kdv--2 f(x:^':^n-^ vnjdf 
V r F 

und aus (149) 

(155) f%^dv =/(pia + m:^\i\)df-fpdiY%dv. 

VF V 
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Es stellt demnach (150) und (153) eine und dieselbe Größe dar, 
und ebenfalls (154) und (155). Wir können aber zu den letzten 
zwei noch einen dritten Ausdruck hinzufugen, auch unter der 
Annahme rot ;X == und q = konst., und zwar auf Grund von (141). 
Dann erhalten wir 

(156) f:X^dv ^fq:^ndf+ Kf:^ndf-fqdiY:^dv, 

VF F^ V 

Während alle hier abgeleiteten Ausdrücke außer (156) unabhängig 
davon sind, ob der Kaum einfach oder mehrfach zusammenhängend 
ist, trägt der Ausdruck (156) diesem umstände Rechnung. Es ist 
hierbei zu bemerken, daß (156) nur für einen zweifach zusammen- 
hängenden Raum gilt. Diese Rechnungen lassen sich leicht für 
einen w-fach zusammenhängenden Raum verallgemeinern. 



Kapitel VI. 

Oeometrische Darstellung. 

27. Vektorlinien und Niveaufläohen. Den BegidfP eines 
Feldes, den wir in Nr. 6 eingeführt haben, wollen wir jetzt näher 
besprechen. Zu diesem Zweck ist es von Vorteil die geometrische 
Methode anzuwenden, welche die Eigenschaften der Felder mit 
großer Anschaulichkeit zu untersuchen gestattet. Da wir im all- 
gemeinen eine Abhängigkeit von der Zeit voraussetzen müssen, so 
bezieht sich das Folgende nur auf einen bestimmten Zeitmoment, d.h. 
wir müssen uns den Zustand des Feldes in einem gewissen Moment 
fixiert denken. Auf diesen fixierten Zustand wollen wir die geo- 
metrische Methode anwenden. 

Gegeben sei ein Vektorfeld. Wir denken uns in ihm eine 
Kurve gezogen, von solcher Eigenschaft, daß die Tangente an 
sie in jedem Punkt mit der Richtung des Vektors zusammen- 
fällt. Man nennt eine solche Kurve eine Vektorlinie. Durch 
einen beliebigen Punkt des gegebenen Vektorfeldes läßt sich eine 
solche Vektorlinie ziehen. Es ist augenscheinlich, daß sich zwei 
Vektorlinien nicht schneiden können. Denn dies würde bedeuten, 
•daß in dem Schnittpunkt der entsprechende Vektor nicht ein- 
deutig bezüglich seiner Richtung ist. Und das ist unmöglich, so- 
lange wir unter einem Vektor eine physikalische Größe verstehen. 

5* 
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Gegeben sei jetzt ein skalares Feld. In diesem greifen wir 
einen Punkt heraus, dem ein gewisser Wert des Skalars ent- 
spricht. Wir suchen jetzt im gegebenen Feld alle diejenigen Punkte 
auf, die demselben Wert des Skalars entsprechen, und legen durch 
die so gefundenen Punkte eine Fläche. Eine solche Fläche nennt 
man eine Niveaufläche. Auf einer Niyeaufläche hat demnach 
der Skalar einen konstanten Wert. Auch hier ist es augenscheinlich, 
daß sich zwei Niveauflächen nicht schneiden können; denn das wider- 
spräche der Eindeutigkeit, die wir bei einem physikalischen Felde 
stets annehmen müssen. 

28. Lamellare Felder. Wir denken uns in einem Vektorfeld 
die Vektorlinien gezogen und fragen nach der Bedingung, welcher 
der Vektor zu genügen hat, damit sich zu den Vektorlinien 
orthogonale Flächen legen lassen. Diese Bedingung läßt sich 
sofort aus dem Stok es sehen Satz (87) ableiten. Ist nämlich f 
eine solche orthogonale Fläche, so haben wir n = 3(o» wo Äo den 
Einheitsvektor von 51 bedeutet. Infolgedessen ist aber %d\=^0^ 
und wir erhalten aus (87) 

(a) Jyi^roiTidf^O. 

F 

Da aber diese Beziehung für einen beliebigen Teil von f gelten 
muß, so erhalten wir aus (a) die Bedingung für die Existenz 
orthogonaler Flächen, falls wir noch mit dem Betrag von %, 
multiplizieren, 

(157) 3Crot5l«0. 

Ein Vektorfeld, innerhalb dessen der Vektor der Bedingung 
(157) genügt, nennt man ein komplex-lamellares, weil durch 
die orthogonalen Flächen das Feld in Lamellen geteilt werden 
kann. 

Ist rot ;2t = 0, so ist eo ipso (lö7) erfüllt. Dann ist 3C = Vg. 
Da nun auf den Niveauflächen q konstant ist, so steht der Gradient 
von g, d. h. 3C senkrecht zu denselben. In diesem Fall sind also 
die Niveauflächen von q die zu 51 orthogonalen Flächen. Ein 
solches Feld nennt man einfach ein lamellares. 

Es seien DG und AB (Fig. 22) die Schnittkurven von Teilen 
zweier unendlich nahen Niveauflächen eines lamellaren Feldes mit 
der Zeichenebene. DA und GB fallen mit den Vektorlinien zu- 
sammen. Da die Niveauflächen unendlich nahe sind, so können wir 
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setzen DA =^ di^ und CB == di^ und erhalten, falls wir auf die 
Fig. 22 den Stokesschen Satz anwenden, da rot 51 = ist, 

(b) ;3(idii + :^d{^ = 0. 

Der positive ümlaufsinn ist durch den Pfeil angegeben. Be- 
trachten wir aber als positive Bichtung von di^ resp. di^ die- 
jenige von der Niveauüäche DC zu der Fläche 
AB zu, so können wir statt (b) schreiben 
^i\^h = l-^l^^ai woraus folgt 

(''« gj - 1 

d. h. die Dicken d/j und dl^ der Lamelle, 

welche durch die beiden unendliclf nahet 

orthogonalen Flächen gebildet wird, verhalten sich umgekehrt 

wie die Beträge der Vektoren an den entsprechenden Stellen. 

Für ein komplex - lamellares Feld gilt die Beziehung (158) 
nicht. Hierdurch unterscheidet es sich von einem lamellaren. 

Sind in einem lamellaren Feld die Niveauflächen für Werte 
des Potentials gezeichnet, die sich um eine bestimmte konstante 
Größe unterscheiden, so geben uns diese Niveau- 
flftchen nicht nur Aufschluß über die Richtung 
des betreffenden Vektors, sondern auch über 
den Betrag desselben. Denn wo sich zwei be- 
nachbarte Niveauflächen nähern, wird der Be- 
trag des Vektors laut (158) größer, und um- 
gekehrt wird derselbe kleiner dort, wo sich die 
Niveauflächen entfernen. 

29. Solenoidale Felder. Wir denken uns 
jetzt in einem Vektorfeld eine Röhre gezeichnet, 
deren Mantelfläche aus Vektorlinien gebildet 
ist (Fig. 23). Die positive Richtung der Vektor- 
linien ist durch die Pfeile angegeben. Die Röhre 
sei durch die Flächen f^ und f^ begrenzt. Auf diese Röhre wollen 
wir den 6 au ß sehen Satz anwenden. Es wird für die Mantelfläche 
überall ;2t«?f = sein, und wir erhalten deshalb 

(a) /div :^dv ^f:^df + fZdf. 
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Ist innerhalb der Eöhre div ;X = 0, und kehren wir die Rich- 
tung der Normale auf f^ um, so folgt aus (a) 

(b) fZdf^jTidf, 

fx A 

d. h. 'das Flächenintegral längs eines beliebigen Querschnitts der 
Eöhre ist konstant, sobald die Bedingung div ;?( = erfüllt ist. 
Dieses Flächenintegral nennt man die Stärke der Bohre und 
ein Feld, wo div 51 — ist, ein solenoidales (<?g>^v = Röhre), 
denn man kann ein solches Feld in Solenoide (Röhren) von kon- 
stanter Stärke zerteilen. 

Ist das Feld außerdem lamellar oder komplex-lamellar, 
so können wir /j und /j als Teile der orthogonalen Flächen be- 
trachten. Machen wir wieder den Querschnitt der Röhren un- 
endlich klein, so können wir statt (b) auch schreiben 

d. h. in einem komplex-lamellar-solenoidalen oder lamellar-sole- 
noidalen Feld verhalten sich die Querschnitte eines unendlich 
dünnen Solenoids umgekehrt wie die Beträge der Vektoren an 
den entsprechenden Stellen. 

Denken wir uns jetzt ein solches Feld in Solenoide zerteilt, 
so geben uns diese einen Aufschluß nicht nur über die Richtung 
des Vektors, sondern auch über dessen Betrag. Denn eine Er- 
weiterung des Solenoids entspricht einer Verkleinerung des Be- 
trages und umgekehrt. 

30. Allgemeinere Fälle. Haben wir ein beliebiges Vektorfeld, 
so können wir dennoch die Vektorlinien so ziehen, daß sie außer 
der Richtung auch den Betrag des Vektors anzeigen. Wir denken 
uns zu dem Zweck die Vektorlinien gezeichnet und greifen durch 
eine unendlich kleine geschlossene Kurve h ein Büschel solcher 
Linien heraus. Die durch L begrenzte Fläche f soll in m Punkten 
durch die Vektorlinien des Büschels durchstoßen werden. Machen 

wir ^ gleich dem Betrag des Vektors, d. h. nehmen wir an, daß 

die Dichte der Vektorlinien so beschaffen ist, daß die Einheit 
der Fläche f durch so viel Vektorlinien durchstoßen wird, als dem 
Betrag des Vektors in dem betreffenden Punkt entspricht, so gibt 
uns diese Dichte einen Aufschluß über den Betrag des Vektors. 
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Dort wo die Dichte der Vektorlinien größer ist, ist auch der 
Betrag größer und umgekehrt. 

Wir wollen jetzt annehmen, ein Teil V^ des Feldes sei lamellar, 
also rot ;?( = 0, während im anderen Teil Fg des Feldes rot ;2t von 
Null verschieden ist. Außerdem sei X überall stetig. Es ist dann 
leicht zu zeigen, daß V^ und Fg mehrfach zusammenhängend 
sein müssen. Denn angenommen V^ sei 

einfach zusammenhängend , etwa wie in ^ ^^ 

Fig. 24. Nehmen wir dann ein Linien- 
integral längs einer Kurve Z, die voll- 
ständig innerhalb V^ verläuft, so können 
wir L als Eandkurve einer Fläche /i auf- 
fassen, die außerhalb Fg ^^^) ®^^^ ^^^^ 

Fj als einfach zusammenhängend voraus- \( t^^ifz y^L 

gesetzt ist. Es ist deshalb L eine redu- 
zierbare Kurve, und wir erhalten aus dem >r" — •/ V^ 
Stokes sehen Satz 

(a) f:^d{=^ 0. 

^ ^ / Fig. 24. 




Anderseits können wir L als Randkurve einer Fläche f^ auf- 
fassen, welche Fg schneidet. Bezeichnen wir den innerhalb Fg 
liegenden Teil von f^ durch f^, so erhalten wir aus dem Stokes - 
sehen Satz, da %, als stetig angenommen ist: 



(b) 



/nrot5C(?/ = 0. 



2 



Da dies aber für eine beliebige Lage von f^ in bezug auf Fg gilt, 
so folgt für Fg ebenfalls : rot ;2t = 0. Dies widerspricht aber unseren 
Annahmen. Wir folgern deshalb, daß Fg einen mehrfach zusammen- 
hängenden Raum bilden muß. Denn ist z. B. Fg ein Ring, so können 
wir X, wenn es den Ring umschließt, nicht als die Randkurve einer 
Fläche auffassen, die vollständig außerhalb Fg liegt. Diese Fläche 
wird den Ring immer durchschneiden müssen. Aus dem Stokes - 
sehen Satz erhalten wir dann 



(c) 



f:^d[==fuvoili.df, 



f. 



2 



wodurch unsere Behauptung bewiesen ist. 
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Kapitel VII. 

Analytische Darstellung. 

31. Skalares und vektorielles Produkt. Wir wollen jetzt 
mit Hilfe des in Nr. 2 eingeführten Koordinatensystems das skalare 
und vektorielle Produkt zweier Vektoren ausdrücken. Diese Vek- 
toren seien ;3t und KB. Dann haben wir aus (8) 

(a) Z -- A^i + A^i + A^k, ß^B^i + B^i + B^k. 



(160) 



Berücksichtigen wir, daß für das gewählte Koordinatensystem 
sein wird 

ii = 0; Jk = 0; ik = 

(161) |lU]=k;[ikl= i;[M]= i 

\Ltf] = 0-, [fi] = 0;[kk] = 0, 
so erhalten wir leicht 

(162) 5CiB = |:3l, • |kB| cos (;3lKB) = A^B^ + A^B^ + A^B^ 

(163) [Zß] = i{A,B, - A,B,) + i{A,B, - A,B,) + 

+ k{A,B^-A^B,), 

Der Ausdruck (162) ist ein bekannter Satz aus der analytischen 
Geometrie, und (163) ist nichts anderes als die geometrische 
Summe der Projektionen des durch die Vektoren 2. und KB gebildeten 
Parallelogramms auf die entsprechenden Koordinatenebenen. So 
ist das erste Glied in (163) die Projektion des Parallelogramms 
auf die YZ-Ebene. 

Es ist jetzt leicht, vermittelst (160) und (161) beliebige 
andere Produkte darzustellen. 

32. Tangente und Erünimungsradius einer Baumkurve. 

Es sei PS ein Stück einer beliebigen Raumkurve (Fig. 25). Durch 
l bezeichnen wir die Länge längs der Kurve, von P aus gerechnet. 
Von einem beliebigen Aufpunkt ziehen wir einen Radiusvektor r 
bis zum Punkte M der Kurve. Ein benachbarter, in sehr kleiner 
Entfernung liegender Punkt auf derselben Kurve sei durch M' 
bezeichnet. Dann ist PM — l und MM' ^ dl. Anderseits hat 
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der Vektor r beim Übergang von M zu M' einen Zuwachs dt 
erhalten. Im Grenzfall, bei unendlicher Annäherung von M' an 
M wird der Betrag von dt gleich dl sein, und wir erhalten deshalb 

(164) ^ = t 



dl 



o> 




Fig. 25. 



wo Iq einen Einheitsvektor bedeutet, welcher mit der Richtung 
der Tangente an die Kurve im Punkte ifcf zusammenfällt. 

Wir ziehen jetzt vom Krümmungsmittelpunkt des Elementes dl 
zwei Radien von der Länge B nach M und M\ Es ist dann 
dl =' Bdcp, wo dq> den Winkel zwi- 
schen den Radien bedeutet. Für die 
Richtung t^ der Tangente in M' haben 
wir to = Iq + dtQ. Da aber dtQ in der 
Ebene von t^ und to liegt, wie aus der 
eben angeführten Beziehung für Iq folgt, P' 
so liegt es zugleich in der Osculations- 
oder Schmiegungsebene der Kurve. 
Außerdem sind t© und t© senkrecht zu 
den beiden Radien und infolgedessen 
der Winkel zwischen ihnen auch gleich 
dg). Deshalb hat der Betrag von (^tß, 
da die Beträge von t^ und Iq gleich 
und gleich Eins sind, den Wert dq>. Da aber nach (42) dtg senk- 
recht zu to ist und außerdem in der Schmiegungsebene liegt, so 
fällt der Vektor dtQ in die Richtung des Krümmungsradius im 
Punkte Jf, und zwar weist er zum Krümmungsmittelpunkte hin. 

Bezeichnen wir einen in dieser Richtung weisenden Einheits- 
vektor durch Uq, so erhalten wir demnach 



oder 
(185) 



33. Einführung krummliniger orthogonaler Koordinaten. 

Bei der Anwendung des G au ß sehen Satzes und anderer Ober- 
üächenintegrale, insbesondere der Ausdrücke in Nr. 17, können wir 
bemerken, daß es von Wichtigkeit ist, die normale und die tan- 
gentiale Komponente eines Vektors zur Oberfläche F zu kennen. 
Es ist deshalb vorteilhaft für die Rechnungen, von vornherein 



dtQ — d(p^Q - 




dto d^t 
dl dl* " 


" B' 
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orthogonale Koordinaten einzuführen, und zwar im allgemeinen 
Fall krummlinige, und die Oberfläche F mit den Koordinaten- 
flächen zusammenfallen zu lassen. 

Als Beispiel solcher krummliniger Koordinaten betrachten wir 
die sogenannten sphärischen Koordinaten. Mit Bülfe derselben 
kann ein Punkt P im Baum folgendermaßen bestimmt werden. 
Wir konstruieren um den Koordinatenanfang, wo wir uns vor- 
läufig ein Bechtssjstem festgelegt denken, eine Kugel mit dem 
Radius r. Hierbei bedeutet r die Entfernung vom Koordinaten- 
anfang bis zum Punkt P. Die positive Eichtung von r, d. h. die 
des Einheitsvektors Tq, ziele nach dem Punkte P zu. (p bedeute 
den Winkel zwischen den positiven Richtungen von r und der Z- 
Achse. Dieser Winkel kann Werte von bis tt annehmen. Weiter 
bedeute O den Winkel zwischen der XZ- Ebene und derjenigen, 
durch die Z- Achse gehenden Ebene, in welcher r liegt. Der 
Winkel O wird von bis 27r gezählt von der XZ-Ebene aus und 
zwar positiv im Sinne der Drehung des Uhrzeigers, falls man längs 
der positiven Richtung der Z- Achse sieht. 

Mit Hilfe dieser Koordinaten r, q> und %• läßt sich der ganze 
Raum in Volumenelemente teilen, wobei jedes als ein Quader an- 
gesehen werden kann. Die Kanten dieses Quaders sind rdq>^ 
r sin g?dO und dr. Die Diagonale dl und demnach ein beliebiges 
Linienelement bestimmt sich durch 

(a) {diy = {rdq>y + (r sin q>d&y + {dr)\ 

Wir legen jetzt in den Punkt P ein rechtwinkliges Rechtssystem 
und zwar so, daß die Z- Achse mit dr^ d. h. mit der Richtung r^, 
zusammenfällt, die X-Achse senkrecht zu r und in der Richtung 
der wachsenden q> und die F-Achse in die Richtung der wachsenden O. 
Die entsprechenden Einheitsvektoren bezeichnen wir, zur Unter- 
scheidung von denjenigen, welche dem in den Koordinatenanfang 
gelegten Rechtssystem entsprechen, durch n, b und r. Dann wird 
das Linienelement d\ dargestellt werden können durch 

(166) d{== tirdcp -\- \^rmi(pd^ -{■ tdr 

Durch Quadrieren dieses Ausdruckes kommen wir zu (a) zurück. 
Nach diesem Beispiel, welches wir zum Verständnis des Folgenden 
angeführt haben, wollen wir zu beliebigen krummlinigen ortho- 
gonalen Koordinaten übergehen. Auch hier kann man sich den 
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Raum in unendlich kleine rechtwinklige Quader zerlegt denken. 
Die Kanten eines solchen Quaders seien dem Betrage nach gleich 
öa, öfc und öc, 
und fallen ihrer 
Bichtung nach mit 
den Einheitsvek- 
toren II, b und t 
im Sinne eines 
Rechtsystems zu- 
sammen (Fig. 26). 
Bezeichnen wir 
durch of, /J, y 
die entsprechen- 
den Koordinaten, 
so ist 

oa = nMdcc^ 
(b) oh=^bNdß, 

OC = t Pdy, Fig. 26. 

Hier bedeuten M, JV, P gewisse Funktionen von a, ß und y. 
Haben wir z. B. sphärische Koordinaten, so ist: 

a = g?;/3 = '9';y = r und Jf = r; ^ =^ r sin 9; P =» 1. 

Die Richtung der wachsenden a, ß und y soll mit n, b und c zu- 
sammenfallen. 

Das Linienelement d[ (op in der Fig.) ist dann gleich 

(167) di =-üMda + bNdß + tPdy, 

und das Volumenelement dv ist 

(168) dv = MNPdadß dy. 

Wir müssen betonen, daß das System a, b, t grundverschieden 
von dem System i, j, k ist. Denn obwohl beide Rechtssysteme 
sind, so ist die Lage des ersteren für jeden Punkt des Raumes 
eine verschiedene, während das zweite System vollständig fest ist. 

Demnach ist z. B. ä— eine von Null verschiedene Größe. Dies 

oa 

vorausgeschickt, wollen wir die Integrale (6) und (19) auf unseren 
elementaren Quader anwenden. 
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Wir bilden zuerst das Oberflächenintegral. Für die Fläche 
ocea haben wir, da die äußere Normale entgegengesetzt b ist, 

df^ = — ^MPdady, 
Für die gegenüberliegende Fläche hdph erhalten wir 

dffg = b MPdccdy + MP~ dßdady + b -^ dßdady. 
Die Summe df^ + df^ ist deshalb 

df, + du = (jfP|-J + i>~ß^ dadßdy. 

Bilden wir die entsprechenden Summen für die zwei anderen 
Paare von Flächen und addieren alle so erhaltenen Ausdrücke, 
so folgt aus (19) 

" da ^^^-^da^^ dß ^ dß^ 

oy dy 

oder einfacher 

Wir bestimmen jetzt das Linienintegral (6) längs dem Rand der 
Fläche oahh. Die ümlaufrichtang ist durch t bestimmt, welches 
wir als positive Normale zu oahh auffassen wollen. 
Für das Linienelement oa finden wir 

d\^ = uMda, 
Für das gegenüberliegende Linienelement hh ist 

(Hg = — üMda — «^ dadß — M^ dadß. 

Für das Element oh 

d{^ bNdß 

und endlich für ah ' 

d{^ ^bNdß + b^dadß + i^|| dadß. 
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Die Summe aller di ergibt infolge (6) 

(170) ,»_-,,_ + Jif_^j^_«0 
oder 

(170a) _-^_-___==o. 

Ganz analog erhalten wir die entsprechenden Ausdrücke für 
die beiden Flächen ocdh und ocea, wobei jetzt n undb als positive 
Normalen zu betrachten sind: 

(171) '-^ - T = 



dNb 

dy 


dPt 


dPt 


dMm 



im 7^ - "--f = 0. 

Multiplizieren wir (170), (171) und (172) je mit «, b und t und 
berücksichtigen hierbei (40), so folgt: 

(173) -^^ -N^Ta^ Ty = ^^ är Tcc-^^'j-y 

^ ^ da dp dp ^y dy da 

(170) Jtft3-^=2»-rg-, ^'«g^ = P«^-^, Pb^--.JIfbg^.. 

34. Einige vektoranalytisohe Operationen ausgedrückt 
mittelst orthogonaler krummliniger Koordinaten. Mit Hilfe 
der in Nr. 33 abgeleiteten Relationen bestimmen wir den Gradienten 
eines Skalars p. Als Volumen V nehmen wir das Volumen des 
kleinen Quaders gemäß (168). Bei Vernachlässigung von kleinen 
Größen höherer Ordnung können wir p als konstant auf der 
Fläche ocea und gleich dem Werte in annehmen und erhalten 
dann für diese Fläche 

^fi-Pi "^ ~" bpMFdady 
und für die gegenüberliegende Fläche hdpli 

d^p^^bpMPdady + b^^^- dadßdy + p3IP^^^.dadßdy. 
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Die Summe ergibt » 

dUPi + df,p, = [bMP^f^ + bp^f^^ + pMpf^ dccdßdy. 

Ähnliche Ausdrücke erhalten wir für die zwei anderen Paare von 
Flächen. Summieren wir diese Ausdrücke und berücksichtigen 
hierbei (169), so finden wir nach Division mit dem Volumen 
(168) gemäß (44) 

(176) v,-«i|f + .l«f + ri?-^, 

oder falls wir statt V symbolisch schreiben 

können wir (176) als Produkt von V und p auffassen. 

Wir wollen jetzt V3C = div3( bestimmen, wobei 51 gegeben 
ist durch 

(a) 51 = ^1« + A^b + Ä^t. 

Ganz analog wie bei der Ableitung von (176) nehmen wir 3C 
längs der Fläche ocea als konstant an und erhalten demnach 
hierfür 

^fi^i =" — Ä^MPdadß 

und für die gegenüberliegende Fläche hdpJt 

eifa^Cg = Ä^MPdady + ^^^^ dadßdy. 

Die Summe liefert 

df^:2i, + df,:2i^ = ^^dadßdy. 

Addieren wir hierzu die entsprechenden Ausdrücke für die zwei 
anderen Flächenpaare, so erhalten wir nach Division mit dem Vo- 
lumen (168) gemäß (45): 

(178) v;, - di,^ - jiy{'Y'+ nF + "■"-]■ 

Diesen selben Ausdruck könnten wir auch erhalten durch skalare 
Multiplikation von (177) und (a) unter Berücksichtigung von (40), 
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(173) und (174). Wir überlassen es dem Leser sich hiervon zu 
überzeugen. Dabei ist z. ß. selbstverständlich 

Wir kommen jetzt zur Bestimmung von [V5C] = rot 3t gemäß (46). 
Für die Fläche oaec erhalten wir 

[^fi^i] = MP{Äit - Ä^u) dady, 

falls wir wieder auf dieser Fläche % als konstant betrachten. Für 
die gegenüberliegende Fläche hd^h ist 

Die Summation ergibt unter Berücksichtigung von (170) und (171) 

— MA^ —r, — I dadßdy. 

Addiert man hierzu die entsprechenden Ausdrücke für die zwei 
anderen Flächenpaare, so gewinnt man mit Hilfe von (170), (171) 
und (172), nach Division mit dem Volumen (168) gemäß (46) 

[Va] = rota = a^.^ »-^^^») + 

(179) 

1 (dMÄ^ dPÄA lfdNÄ^_dMAA 

'^^MP\dr da )'^^MN\doc ~dß r 

Wir stellen jetzt dem Leser folgende zwei Aufgaben. Erstens zeige 
man, daß man (179) auch direkt durch vektorielle Multiplikation 
von (a) und (177) erhalten kann. Hierzu gebrauche man die Glei- 
chungen (170)— (172). 

Zweitens leite man ganz analog wie (170) die Darstellung (179) 
aus (86) ab, indem man n sukzessive mit a, i und ( zusammenfallen 
läßt und als f die Flächen ohdc^ oceauud oahh annimmt. Hier- 
bei erhält man die Beträge der Komponenten von rot 31 nach den 
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Richtungen n, b und (, und dann durch geometrische Summie- 
rung Gleichung (179). 

Ist im speziellen Fall 3t = V^?, so folgt aus (176) und (a) 

(^löu; A=']jfaa' -^^-Ncß' ^»~P^jf' 



und wir erhalten aus (178) 

1 



(181) divVi) = VV= 



MNF 



NPdp ^^PdP MNdp ) 

da '^ dß "^ av ' y 



Setzen wir hier die linke Seite gleich Null, so finden wir die 
La place sehe Gleichung, ausgedrückt in orthogonalen krumm- 
linigen Koordinaten. 

Wir multiplizieren jetzt (177) skalar mit sich selbst und er- 
halten 

/iQo\ r72 1 ^v , , 1 av , 1 av 

(182) "^'^^Mj^ + ^Njß+^Fjy 

oder mit Berücksichtigung von (40), (173) — (175) 



(182a) V» = 



MNF 



^NP d ^ MP d ^MN d 



M doi , N dß , "^ P dy 

I öö r 



dcc * dß dy 



Eine Multiplikation von (182 a) mit p ergibt (l8l). Dies 
deckt sich auch mit dem Ausdruck (82). Wir können deshalb auch 
V* als einen Differentialoperator auffassen und zwar als einen ska- 
laren der zweiten Ordnung. 

Vergleichen wir jetzt (25), wo wir uns an Stelle des Skalars p 
den skalaren Operator V^ denken müssen, mit (76), so gelangen 
wir hierdurch zu dem Wert von V^5C. Dabei muß ^ in der Form 
(a) dargestellt sein. Bei der tatsächlichen Berechnung von V^5C 
durch Multiplikation von (182 a) mit 3C müssen wir beachten, 
daß tt, by (, in bezug auf ihre Richtungen, nicht konstant sind. 
Die Rechnung wird deshalb ziemlich kompliziert. Wir kommen 
schneller zum Ziel, wenn wir V^;3( direkt aus (79 a) berechnen. 

Um z. B. die a- Komponente von V^3l zu bestimmen, braucht 
man nur von der a- Komponente von Vdiv3t die ä- Komponente 
von rot^3t abzuziehen. Die erstere erhält man, wenn man in (176) 
statt j? den Wert div 5C aus (178) einsetzt, und die letztere dadurch. 



I 
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daß man in (179) A^ und A^ durch die Beträge der t- und 
ll- Komponenten von rotJJC ersetzt. Wir erhalten deshalb für die 
a- Komponente von V^5C den Wert 

NPldß[MN\ dcc dß 71 dY\MP\ dy ~ da )\\ 

Wir ersehen demnach auch aus den obigen Ausführungen, daß 
man den Operator V als einen besonderen Vektor auf- 
fassen kann, welcher die Regeln der Vektorenmulti- 
plikation befolgt, dabei aber noch gewisse differentiale 
Eigenschaften aufweist. Auch hier müssen wir einen Faktor, 
welcher vor V steht, als konstant betrachten. So ist das skalare 
Produkt 

(184) ^V = ^-^„ + ^^ + 4'/-- 

Multiplizieren wir jetzt jÖ mit ;3(V, wo 
(b) jÖ = -Bi« + J^^b + B^t 

ist, so erhalten wir 

(185) (a V)^ =Mä^+^^äf+p"ä7' 

und dieser Ausdruck ist identisch mit (59). Denn das dortige da 
fällt in die Richtung von % im Punkte P, welchem hier der 
Punkt entspricht; demnach ist 

(\ dß ^dßda dßdl dßdy 



Da nun 



(d) 



da da da dß da dy da 

da Mda co^{7idcc)- da A^ 

da ~~ Mda ~~ Mda "" M|3t 

dß ^ ^ dy ^ -4, 

(ia iV^|";3C|' da P\:^y 



so folgt durch Einsetzen von (d) in (c) und Multiplizieren mit ] 7i \ 
die Identität (185). 

85. Beispiele. Infolge Nr. 33 und Nr. 34 ist es leicht, die 
verschiedenen vektoranalytischen Operationen durch orthogonael 

▼. Ignatowsky, Vektoranalysis. I. 6 
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krummlinige Koordinateu darzustellen, sobald uns die Funktionen 
M^ iV, P der Koordinaten a, jS, y gegeben sind. Wir wollen hier 
einige Beispiele anführen. 

Sphärische Koordinaten: 

a ^ cp\ ß = ^\ y = r 

(a) 

M = r\, iV^=rsin9p; P = 1. 

Die Bedeutung dieser Größen wurde schon in Nr. 33 erläutert. 
Zylindrische Koordinaten: 

^ ^ JJf-= 1; JV=r; P= 1. 

Hier bedeutet r die Entfernung eines Punktes von der Z-Achse 
und q) den Winkel zwischen zwei, durch die Z- Achse gehenden 
Ebenen, wobei die eine als fest angenommen wird, während in 
der anderen r liegt. Der Winkel cp wird von der festen Ebene 
aus gerechnet, positiv im Sinne der Drehung des Uhrzeigers, falls 
man längs der Z- Achse blickt, cp kann sich zwischen und 2% 
ändern. 

Geradliniges Rechtssystem: 

(c) jf=ivr=p=i 

a = i; b = }; t = k. 

Wie früher in Nr. 33 bemerkt, sind die letzten drei Vektoren kon- 
stant. Für dieses Koordinatensystem folgt aus Nr. 34: 

(186) V = i/ +iJ- + k4- 
^ ^ dx oy cz 

?^ ^* ^* 

(187) V^ = l^ + l^. + I,, 

(188) gradp = Vp = t|*^ + }| + 4^ 

(189) divVi, = V^p = + 0- + 

(190) diva = ^/; + ^^; -h ^,t 

(l9l)rot. = tf^-^3t)+»f^"-|t)+K^-t> 
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Für den Betrag der a- bzw. t-Komponente von V*3t erhalten wir 
aus (187), resp. (183) 

(192) tv«^ = T^- + 7^- + -;t.*- 

und ftbuliche Ausdrücke für die anderen Komponenteu. Ein Ver- 
gleich von (187) mit (189) ergibt hierbei, daß bei einem gerad- 
linigen Rechtssystem(192) nichts anderes ist, als divV-^^. 
Wir könnten auch (192) direkt aus (84) und (189) ableiten unter 
Berücksichtigung der Konstanz von i, j, k. 

Endlich erhalten wir aus (185) wieder für die I-Komponente 
(193) X{7M)^ - A,^f^ + ^^1' + a'^' 

und entsprechende Ausdrücke für die anderen Komponenten. 

36. Einführung der Krümmungsradien der zu den 
Vektorlinien orthogonalen Flächen. Wir sahen in Nr. 28, daß, 
wenn die Bedingung 

(a) ;3(rot5C = 

erfüllt ist, es möglich ist, eine zu den Vektorlinien orthogonale 
Flächenschar zu konstruieren. Wir wollen jetzt diese Bedingung 
als erfüllt betrachten und annehmen, daß diese Flächenschar mit 
einer Gruppe der in Nr. 33 behandelten orthogonalen Flächen zu- 
sammenfällt. Daraus folgt, daß diejenigen Kurven, welche durch den 
gegenseitigen Schnitt der beiden anderen Gruppen entstehen, stets 
senkrecht zu der ersten Flächengruppe sein werden imd infolge- 
dessen mit den Vektorlinien zusammenfallen müssen. Wir erhalten 
deshalb, falls t mit der Vektorlinie zusammenfHUt, aus (a) Nr. 34 

(»>) % = r^ 

und -^1 = -^2 = 0; aus (178): 

1 dA,MN 



MNP dy 



(194) div5C = 
und endlich aus (179) 

(195) ^^^^-^NF^ -^MP da ' 

Aus (b) und (195) folgt unmittelbar (a). 

6' 
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Da aber Pdy infolge Nr. 33 nichts anderes ist als ein Element 
dl der Vektorlinie, so können wir statt (194) schreiben 

(196) div;i = ^^ + ^^. 

Ans Fig. 26 in Nr. 33 ersehen wir, daß das zur Vektorlinie 
senkrechte Flächenelement gleich sein wird' 

oahh^df-== MNdadß. 

Gehen wir jetzt längs der Vektorlinie um ^in Stück dl und 
legen dort eine zweite zu den Vektorlinien orthogonale Fläche, 
so erhalten wir für das Flächenelement cepd = df^ = MNdadß 

H wf-dctdpdL 

Deshalb ist 
( \ 1K^_. ^ d/; - df ___ df^ — df 

W MNdl ~ MNdadßdl "~ dv 

Hierbei sind ae, hp usw. als Teile von Vektorlinien aufzufassen. 
Man kann aber das Flächenelement df durch die Krümmungs- 
radien r^ und r^ von oh und oa darstellen, und zwar ist 

df'=r^r^ds^ds2, 

wo dsi und de^ die entsprechenden unendlich kleinen Winkel be- 
deuten. Da aber ob und oa in den Normalschnitten von oahh liegen, 
so sind Tj und rg auch die Krümmungsradien dieses Flächenelements. 
Für das andere Flächenelement df^ = cepd können wir annehmen, 
unter Vernachlässigung von kleinen Größen höherer Ordnung, daß 
rj und rg einen gemeinsamen Zuwachs dl erfahren haben, die 
Winkel de^ und de^ aber dieselben geblieben sind. Infolgedessen ist 

dfi ^ (^1 "1" ^0(*'2 + dl)ds^de2 '=^ df + r^ds^de^dl -\- r^de^ds^dl 

unter Vernachlässigung des mit dl^ multiplizierten Gliedes. Be- 
achten wir jetzt, daß dv ^^r^r^ds^de^dl ist, so erhalten wir aus (c) 

dMN _ 1 , i 

Da nun nach einem bekannten Satz der Theorie der krummen 

Flächen 1 = ^5- + ^5- ist, wo U, und i?« die Krümm ungs- 

radien der beiden Hauptnormalschnitte bedeuten, so folgt 

(197) d-3l = ^t + ^3(i,+^> 
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Ist im speziellen Fall 3t = Vg, so ist 

und 

(198) ^-^ = V^* = S + |f(i + i-> 

Hierbei fällt die zu 3t orthogonale Fläche mit der Niveaufläche 
von q zusammen. 

Kapitel VIII. 

Verschiedene Arten von Vektoren. 

37. Polare und achsiale Vektoren. Wir haben im vorher- 
gehenden mit Hilfe eines rechtwinkligen geradlinigen Koordinaten- 
systems gewisse analytischeFormen angegeben, die uns ermöglichen, 
einen bestimmten Vektor bzw. Skalar darzustellen. Hierbei müssen 
wir den physikalischen Standpunkt immer im Auge behalten imd 
beachten, daß wir die Vektoren bzw. Skalare als primäre ge- 
gebene Größen auffassen, also unabhängig von der analytischen 
Darstellungsform. Diese letztere muß so gewählt werden, daß sie 
stets den richtigen Wert des Vektors bzw. Skalars ergibt. Infolge- 
dessen drängt sich die Frage auf, wie die analytische Form von 
der Lage bzw. der Art des Koordinatensystems abhängt. Wir wollen 
jetzt dieser Frage näher treten. 

Es ist klar, daß eine reine Translation eines Koordinatensystems 
keine Änderung in der analytischen Darstellungsform hervorbringen 
kann; denn wie die Komponenten, so bleiben auch die Grund- 
vektoren t, i, k dabei unverändert. Wir haben deshalb nur die 
Wirkung einer Drehung des Systems um den Koordinatenanfang 
und die Inversion, d. h. den Richtungswechsel aller drei Achsen, 
zu untersuchen. 

Zwischen Drehung und Inversion wird deshalb unterschieden, 
weil hier zwei völlig verschiedene Operationen vorliegen. Man 
kann nie durch Drehung Inversion erzielen. Eine Inversion ist 
nichts anderes als der Übergang von einem Rechts- zu einem 
Linkssystem oder umgekehrt. Denn Inversion mit entsprechender 
Drehung kann nur je zwei Achsen zum Zusammenfallen bringen, 
während die dritte entgegengesetzte Richtung behalten wird. 
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Gegeben sei ein Vektor 
(a) 3l = Ui + i^ + M3, 

der ausschließlich durch seine Richtung im Baume und seinen 
Betrag vollständig charakterisiert ist. Es ist klar, daß wir bei 
einer beliebigen Drehung des Koordinatensystems, falls die Kom- 
ponenten Jlj, A2 und A^ und die Grundvektoren i, j, k, gegeben 
sind, immer auf Grund von (a) den Vektor rekonstruieren können, . 
und daß wir hierbei stets eine richtige Bestimmung des Vektors 
in bezug auf die Lage im Baume und seinen Betrag erhalten 
müssen. Bezeichnen wir also die entsprechenden Größen bei dem 
gedrehten Koordinatensystem durch gestrichelte Buchstaben, so 
werden wir haben 

(199) 3t = VAi + i'Ai + k'Ai = \A, + M3 + IU3. 
Anderseits ist bei der Inversion 

(b) i' « - i; i' = - i; k' === - k 

(200) Ai = - ^1; ^i = - A,', Ai ^ - A^. 

Hieraus folgt, daß auch bei der Inversion (199) erfüllt bleibt. 
Einen solchen Vektor, der laut (199) invariant ist in bezug auf 
seine analytische Darstellungsform, und bei der Inversion den Be- 
dingungen (199) und (200) genügt, nennt man einen polaren 
Vektor. 

Wir wollen jetzt den Vektor 

(c) :^ = [^BC] 

oder 

^' + k{B^t\ - C,B,) 

untersuchen unter der Voraussetzung, daß ß und C polare Vek- 
toren sind. Infolgedessen genügen sie der Gleichung (199), und 
wir können statt (c) schreiben 

(e) ;3C = [ß€] = [{\'Bl + f A + k'^^O'^i + i'^i + h'C;)], 

Solange es sich um eine Drehung handelt, werden die Gleichungen 
(I6I) stets erfüllt sein, d. h. es wird sein [i'j'] = k' usw. 
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Führen wir demnach die Multiplikation in (e) aus, so erhalten wir 

;2l = \'Ai + i'Ai + k'^3, wo 

(f) Äi = BiC^i - CiBi usw. 

bedeutet. Der Vektor (c) ist also in bezug auf eine Drehung in- 
variant und genügt der Gleichung (199). Anders wird es bei der 
Inversion sein. Denn hierbei gehen die Gleichungen (161) über in 

(g) [t'n = - h'; D'k'] = - t'; [k'l'] = - j', 

und deshalb ergibt die Multiplikation in (e) 

(201) ;2l = i-4i + Mj + M3 == - l'Al - I'A; - k'^3, 

wo die A' durch (f) gegeben sind. 

Anderseits folgt wegen des polaren Charakters von ß und (£, 
aus (f), (200) und (d) 

A, = B'^0', - dB;, = ^,^3 - C,B, = A; 

^ >' A' — A A' — A 

Hieraus ersehen wir, daß die Komponenten des Vektors [jÖC] 
bei der Inversion das Zeichen nicht wechseln im Gegensatz zu den 
Komponenten eines polaren Vektors, so daß wir, um nach der 
Inversion den richtigen Wert des Vektors [iB€] auf Grund seiner 
Komponenten zu bestimmen, gemäß (201) deren Zeichen wechseln 
müssen. 

Einen solchen Vektor, welcher bei der Inversion die Beziehungen 
(201) und (202) erfüllt, nennt man einen achsialen Vektor. (Siehe 
auch Nr. 4.) 

38. Gewöhnliche und Pseudoskalare. Wir wollen jetzt zu 
den skalaren Produkten übergehen und zunächst das Produkt a = ;3( Iß 
betrachten imd voraussetzen, daß 3t und Iß polare Vektoren sind. 
Mit Rücksicht auf das Vorhergehende ist sofort klar, daß dieser 
Skalar a bei Drehung und bei Inversion invariant ist. Der Skalar a 
ist ein gewöhnlicher Skalar. Betrachten wir aber den Skalar 

(h) 6 = 5([^(r], 

wo Z^ Iß, C polare Vektoren bedeuten, so ist aus dem Vorher- 
gehenden einzusehen, daß b invariant ist in bezug auf eine Drehung, 
daß aber bei der Inversion ein Zeichen Wechsel erfolgt. Einen 
solchen Skalar nennt man einen Ps endo skalar. 



88 VIII. Verschiedene Arten von Vektoren. 



39. Allgemeine Sätze. Es ist ohne weiteres folgender 
Satz klar: 

A) Gleichheit kann nur zwischen gleichartigen Vek- 
toren bzw. Skalaren bestehen. 

Denn gesetzt, wir hätten die vier Größen, welche den Gleichungen 

31 = Iß, a = & 

genügen, analytisch unter Bezugnahlne auf ein Koordinatensystem 
dargestellt, wobei sich ^ und a als invariant erweisen, so muß 
offenbar die gleiche Eigenschaft von ß und h gelten. • Der Satz A) 
ist analog der Forderung in der Physik — welche selbstverständlich 
auch hier erfällt werden muß — , wonach die Dimensionen beider 
Seiten einer Gleichung übereinstimmen müssen. 

Aus A) folgt, daß die Summe von Vektoren bzw. Skalaren 
von gleicher Art sein muß wie die einzelnen Summanden und um- 
gekehrt. Bezeichnen wir deshalb durch f die durch (c) 37 aus- 
gedrückte Fläche und durch V das durch (h) 38 bezeichnete 
Volumen, so wird sein 

(a) fdf^[m] 

(b) fdv^:^[ß(g:l 

woraus wir ersehen, daß d^ ein achsialer Vektor und dv ein 
Pseudoskalar ist. Dadurch daß df durch den ümlaufsinn be- 
stimmt wird (vgl. Nr. 4), also sozusagen als Achse für eine Um- 
drehung dient, erklärt sich auch die Benennung „achsialer Vektor." 
Wir können weiter folgende Sätze hinschreiben: 

B) Die Multiplikation bzw. Division eines - -tt-v-i — 
^ ^ achflialen 

TT 1 X -A • gewöhnlichen^ ., . 

Vektors mit einem^ — 5 3 Skalar ergibt einen 

Pseudo- ° 

polaren Vektor. 

C) Die Multiplikation bzw. Division eines , 

^ ^ polaren 

,- , . ., . gewöhnlichen^, , ... . 

Vektors mit einem^ — ^i j Skalar ergibt einen 

Pseudo- ° 

achsialen Vektor. 
Hieraus folgt im Hinblick auf die Fundamentalformel 

(c) [5C[ißaD]] - 1Ö • ;3(«; - (s: • ;2iiB. 
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D) Das Vektorprodukt eines polaren und achsialen 
Vektors ist ein polarer Vektor. 

Daß das Vektorprodukt zweier polarer Vektoren einen achsialen 
Vektor ergibt, wissen wir schon aus Nr. 33. Was aber das Vektor- 
produkt zweier achsialer Vektoren anbetriflFt, so ergibt die rechte 
Seite von (c), wenn JJC achsial ist und iß und C polar, einen achsia- 
len Vektor. Wir erhalten deshalb: 

E) Das Vektorprodukt zweier -, Vektoren ist 

^ ^ polarer 

ein achsialer Vektor. 

Die Sätze A) bis E) liefern, mit Berücksichtigung von (a) und 
(b), die Möglichkeit, die Art des Vektors bzw. Skalars bei allen 
Transformationen zu bestimmen. Vorausgesetzt wird die Invarianz 
in bezug auf eine Drehung. Für die elementaren vektoranalyti- 
schen Transformationen ist diese Invarianz aus Nr. 37 sofort 
klar. Was die Operationen V, div und rot anbetrifft, so wird 
deren Invarianz in bezug auf eine Drehung in der gewöhnlichen 
Analysis bewiesen. Wir möchten dennoch hier, der Vollständig- 
keit halber, diese Invarianz bei einer Drehung um die Z- Achse 
nachweisen. 

Bezeichnen wir durch 9 den Winkel zwischen der ursprünglichen 
X-Achse und ihrer neuen Lage, so erhalten wir, falls wir die der 
neuen Lage entsprechenden Größen durch gestrichelte Buchstaben 
bezeichnen: 

oj = Äj' cos (p — y^ sin g), y =^ y' cos q> -\- x' sin q> 
(d) t' = i cos 9 + i sin g?, j ' = j cos g? — i sin cp 

A^' = A^ cos (p -^ A^ sin 9, A^' = A^ cos (p — A^ sin tp. 

Hieraus folgt 

dp^ _ dp dx dp_ dy^ __ ^ i ^P. • 

dx dx dx' dy dx' dx dy 

.fdp Jdp ^ ^ dp ' \ X tl^P • I ^P • 2 \ 

'U''=^'\dx''''^'^'^dy''''^'^^^''V^^^W^^ 

und analog 

,,dp ,(dp 9 dp . \ Jdp . ^P ' % \ 

^ dy' ^ ^ W "^ ~ dx '^^ ^ ^^' V - ^ \^y^osq>smq> - ^-sm^j. 
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Wir erhalten demnach 

wodurch die Invarianz von V in bezug auf eine Drehung um die 
Z-Achse bewiesen ist. Ganz analog können wir diese Invarianz 
auch für div und rot beweisen. 

Wir wollen jetzt das Verhalten von V, div und rot in bezug 
auf die Inversion untersuchen und zwar, wie wir schon bemerkt 
haben, mit Hilfe der Sätze A) bis E). Untersuchen wir z. B. Vp, 
unter der Voraussetzung, daß p ein gewöhnlicher Skalar ist. 
Die Anwendung der obigen Eegeln ergibt in Verbindung mit (44) 
folgendes: df ist ein achsialer Vektor; multipliziert mit einem ge- 
wöhnlichen Skalar p ergibt sich ein achsialer Vektor, und endlich 
dividiert durch ein Volumen, also durch einen Pseudoskalar, ergibt 
sich ein polarer Vektor. 

Ganz analog können wir (45) und (46) untersuchen und kommen 
dadurch zu folgenden weiteren Sätzen: 

Ti\ T^ /^ j- X • gewöhnlichen «i i • j. • 

F) Der Gradient eines - „ j Skalars ist ein 

"^ P.seudo- 

polarer - 

. .^1 — Vektor, 
acnsialer 

G) Die Divergenz eines ---, . , — Vektors ist ein 
'^ ° achsialen 

fifewöhnlicher ^, , ^ 

- — fz j Skalar und 

Pseudo- 

TT\ T^ T» j. • polaren „ , . . , . achsialer 

H) Der Rotor eines —,--.-,- Vektors ist ein i 

^ achsialen polarer 

Vektor. 

Wir überlassen es dem Leser, die anderen Operationen mit 
Hilfe obiger Regeln zu untersuchen. Dieselben werden invariant 
in bezug auf eine Drehung sein, denn sie bestehen ja nur aus 
mehrfacher Anwendung von V, div und rot. 

40. Tensoren. Wir denken uns vom Aufpunkt den Einheits- 
vektor Vq in einer beliebigen, aber variablen Lage gezogen. Nehmen 
wir jetzt an, ein Vektor ^ sei mit Vq durch die Gleichung 

^ = [i3ro] 

verknüpft, wobei der Aufpunkt im Felde des Vektors ß gedacht 
ist. Dann ist 3t für jede Lage von Tq, bei gegebenem ß vollständig 
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bestimmt. Selbstverständlich ändert sich 5C mit der Lage des Auf- 
punktes im Felde von Iß. Eine solche Änderung wollen wir aber 
nicht in Betracht ziehen, sondern annehmen, der Aufpunkt läge 
im Felde von 1Ö fest. 

Allgemein können wir z. B. !X als eine Funktion von Tq und 
irgend welcher anderen Vektoren betrachten, also 

(203) :X = <p(ro, <B, #, • . 
oder kurz 

(203 a) 31 -^^(ro) 

(vgl. z. B. die Vektoren C und 0, in Nr. 16). 

Wir wollen die Abhängigkeit des Vektors ;X von Tq untersuchen 
und zwar unter folgender einschränkender Bedingung: 

Angenommen Tq gehe in eine andere Lage Tq über, so daß 
!^' =' (p{ro)' Dann werden wir uns auf solche Vektoren be- 
schränken, für welche stets die Beziehung 

(204) 5lro' = ;a'ro 

erfüllt ist. 

Wir denken uns jetzt ein Rechtssystem mit dem Koordinaten- 
anfang im Aufpunkt und bezeichnen durch ;3(^, ;X , ^^ diejenigen 
Werte von 3t, die wir aus (203 a) erhalten, falls Tq sukzessive mit 
i, j, k zusammenfällt. Außerdem setzen wir 

(a) :X^Ä^i + Ä^l + A^k. 

Es sei sofort darauf hingewiesen und muß im folgenden stets 
beachtet werden, daß ^^^ ;3(y, 3tj bei einem bestimmten Rechts- 
system unabhängig von der Richtung von Tq sind, während 
-4i, -^g, -^3 von dieser Richtung abhängen. 

Machen wir jetzt ro'= t, so ist X = ;X^ und aus (204) und (a) 
folgt ;3Ci = -^1 = ro^tj. und entsprechend A^ = Tq^^ und A^ = Tq^C,. 
Demnach ist 

(205) :3( = i . ro;3l^ + i • ro3Cy -f- k • x^:K,. 

Wegen der obigen Bemerkung bezüglich ^^, 3ty, 3t,, erhalten wir 
für eine andere Richtung Tq von Vq 
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Hieraus und aus (204) folgt 

;2lro' == Xxq = rot • r^Z^ + ^ V {tot • 5C, + • • •}. 

Da dies für ein beliebiges Tq gültig ist, so erhalten wir in 

(206) ;2l == tro • 5C^ + jr« • ^^ + kro • 5C, 

einen zu (205) symmetrischwi Ausdruck für ^. 
Nun ist 

lro[r5CJ] = t • r^:^^ — :3t^ • iro usw., 

daher fließt aus (205) und (206) 

[ro([t3CJ + [};^,i + [k;^J)J = 

und, da dies für beliebige r^ gilt, 

(207) [5l,i] + [a,J] + [Z,k] = 0. 

Wir denken uns jetzt die Lage von Xq ein wenig variiert um 
den Betrag STq und setzen 

(b) Vq = To + ^r^ entsprechend :2C' = 5C + d;2C. 

Hieraus und aus (204) ergibt sich 

(208) ZöVo = r^dX 

Nehmen wir anderseits die Variation des Produkts ;?lrQ, so wird 

(c) d(3Cro) = r^ö:^ + :^ÖXo 
oder infolge (208) 

(209) d(;2lro) = 2;2Cdro = 2xqÖX 

Hierbei müssen wir beachteu, daß STq^ da doch Xq einen Ein- 
heitsvektor bedeutet, stets senkrecht zu Vq ist, sonst aber beliebig 
gerichtet sein kann. 

Aus (204) folgt demnach die Gültigkeit von (209) bzw. (208) 
für alle zusanmiengehörigen Werte von !X und Tq. Wir wollen 
jetzt das umgekehrte beweisen, d. h. ist (208) bzw. (209) fELr alle 
zusammengehörigen Werte von 5C und Vq gültig, so besteht auch 
die Beziehung (204). 

Durch Variation von (208) erhalten wir 

(d) ;3Cd«ro = rofJ^X 
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(e) 



Wir wollen jetzt schreiben 

Z" = X + d:il' = 31 + 631+ SX 

< 

d. h. 5C" und Tq" sind Größen, die sich von %^' und Xq nur um 
die Variationen d3t' und 8x^ unterscheiden. Aus (b) und (e) folgt 

(f) 3l"-5C + 2(J;3C + d*;3(, ro" = ro + 2(yro + <J\. 

Multiplizieren wir jetzt (208) mit 2, addieren dazu (d) und 
fügen noch zu beiden Seiten 3t Tq hinzu, so erhalten wir aus (f) 

(g) ;3Cro" = ;3("ro. 

Ganz analog können wir, wenn wir noch die Gleichung 
(h) Xdx^-x^dX 

beachten, welche laut Annahme gelten muß, beweisen, daß 
(i) ;ar"' =- 3l"'ro, 

WO 

(k) X" = r + Sr, to" - ro" + dr," 

bedeuten. Durch solches Verfahren gelangen wir sukzessive zu 
mehr und mehr abstehenden Werten von Xq bzw. 3(. Da hierbei 
ähnliche Gleichungen wie (g) oder (i) resultieren, so ist damit 
unsere Behauptung bewiesen. 

Einen solchen Vektor, welcher der Beziehung (204) oder (208) 
oder (209) genügt, nennt man einen Tensor^). Es ist leicht zu 
ersehen, daß ein Tensor auch definiert wird durch eines der drei 
Paare von Gleichungen: (205) und (206), (205) und (207), (206) 
und (207), denn aus jedem Paar folgt (204). *) 

41. Dyaden. Wir wollen jetzt zwei Vektoren durch das 
Zeichen ; trennen, z. B. 51; Iß. Dann bedeutet diese Schreibweise, 
daß diese Vektoren vorläufig ohne Einfluß aufeinander sein sollen, 
d. h. weder skalar noch vektoriell zu multiplizieren sind. Be- 
zeichnen wir einen solchen Ausdruck durch !(;: 

(a) ^-;3(;lß. 



1) Die Bezeichnung „Tensor" wurde früher von manchen Autoren 
für den Betrag eines Vektors gebraucht. 

2) Es sei hier noch bemerkt, daß die drei Größen ;2(a;, ^y, ^^ als 
Tensortripel bezeichnet werden. 
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so sei 

Multipliziert man also i/; skalar mit t und setzt t vor j\>^ so 
soll diese Operation bedeuten, daß man Ji skalar mit c multipliziert. 
Setzt man anderseits t hinter i/;, so soll dies eine skalare Multi- 
plikation von i3 mit t bedeuten. Ist diese Multiplikation einmal 
ausgeführt, so braucht man das Zeichen ; nicht mehr, und es kann 
auf Grund von Nr. 5 durch einen Punkt ersetzt werden. 

Es ist deshalb 

(b) (t/; = t:3l • IB 

(c) ^f = ;jl . jöf. 

Bilden wir jetzt den Ausdruck 

(210) O ^ ;?(,; x + 3i,',i + a,; k, 

so fließt aus (c) und (206) 

(211) a = OXq. 

Den Ausdruck <2> nennt man eine Djade. Da wir aber für 
51 die Bedingung (204) eingeführt haben, so folgt aus (205) 
und (206) 

(212) r^O^OtQ. 

Eine solche Dyade <2>, welche der Bedingung (212) genügt, 
nennt man eine symmetrische oder autokonjugierte Dyade, 
während allgemein (210) eine komplette Dyade vorstellt. Die 
Größen, welche in (210) vor dem Zeichen ; stehen, nennt man 
Antezedenten und diejenigen, die nach ; stehen. Konsequenten. 
Demnach sind in (211) die Konsequenten der Dyade skalar mit 
Tq multipliziert und die Antezedenten sind noch frei. Es ist deshalb 

(213) 5lro = ro<l>ro. 

Da die Dyade selbst nicht von Tq abhängt, stellt sich die Be- 
dingung (204) folgendermaßen dar 

(d) V<2)ro = ro<^ro'. 

Wir wollen uns hier nicht mit der allgemeinien Theorie der 
Dyaden beschäftigen, sondern uns nur auf die symmetrischen 
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Dyaden bzw. Tensoren beschränken. Wir haben das obige nur 
zur Orientierung erwähnt und möchten noch bemerken, daß viele 
von den weiter unten bewiesenen Eigenschaften der Tensoren 
bzw. der symmetrischen Dyaden auch für die kompletten 
Dyaden gültig sind. 

42. Das Tensorellipsoid. Da wir doch schließlich mit 
„physikalischen" Vektoren zu tun haben, so wollen wir annehmen, 
daß der Tensor 31 in Nr. 40 mit der Lage von Tq stetig variiert 
und endlich bleibt. Wir müssen deshalb folgern, daß für eine be- 
stimmte Lage von Tq das Produkt ^CTq ein Maximum bzw. Minimum 
erreicht unabhängig von der Richtung von öTq. Für diese Lage 
von Tq muß aber die Variation von ^Tq verschwinden, und wir 
erhalten deshalb aus (209) 

(a) a^ro = 

d. h. für diese Richtung von Tq liegt ^ parallel zu Xq. 

Wir legen in diese Richtung die Z- Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems. Dann ist Tq = k und ;?( ~ J-gli. Es möge 
Tq in der YX-Ebene liegen. Dann folgt aus (204): 

(b) Xh = A^kro=0, 

d. h. ;?(' ist ebenfalls senkrecht zur Z-Achse und liegt in der 
rX-Ebene. 

Wir drehen jetzt Tq um die Z-Achse, ohne aus der YX-Ebene 
herauszugehen. Ist hierbei 51 'Tq' ständig konstant, so folgt aus 
(209), daß !X' immer parallel zu Tq bleibt, und aus (204), daß 
es auch dem Betrage nach konstant ist. Im allgemeinen Fall, wo 
!^'Tq bei der Drehung von Tq nicht konstant bleibt, müssen wir 
folgendes berücksichtigen. Aus (204) ergibt sich die wichtige 
Eigenschaft eines Tensors, daß beim Ersetzen von Tq 
durch — Tq auch !^ sein Zeichen wechselt. Es folgt hieraus, 
daß das Produkt ^^'tq bei einer Drehung von Tq um 180® den- 
selben Wert annehmen muß. Da wir aber angenommen haben, 
!^'Tq sei nicht konstant, so muß es bei einer Drehung von Tq 
um 180® durch ein Maximum, resp. Minimum gehen. Wir nehmen 
das erstere an. Drehen wir jetzt Tq von diesem Maximum um 180®, 
so muß 31 'fo' unbedingt durch ein Minimum gehen. Da aber X 
ständig in der YX-Ebene liegt, so folgt aus (209) daß bei diesem 
Maximum und Minimum ;X' parallel zu Tq sein wird, und aus 
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(204) folgt weiter, analog wie (b), daß diese beiden Lagen um 
90® gegeneinander verschoben sind. 

Aus diesen Ausführangen geht hervor, daß es im allgemeinen 
drei zueinander senkrechte Richtungen von Tq gibt, ftir welche 
der Tensor 31 parallel zu Tq ist. Bezeichnen wir jetzt die Grund- 
vektoren entlang diesen Richtungen durch f', j' und k', so er- 
halten vnr deshalb aus (206) 

(c) ;?( = t'ro • 5C^ + i'ro • 5Cy + k'ro • 3(,. 

Für diese Richtungen der Achsen können wir aber setzen 

(d) a^ = i'flfi, 3(y = i'ag, 31, = k'a^, 

wo % , «2 ? % gewisse Konstanten bedeuten. Statt (c) ergibt sich 
deshalb 

(214) 5C = %!' . i'ro + a,i' - Tr« + a,k' • k'ro 
oder mit Hilfe der Dyade 

(215) = a^i' ; r + Oai' ; r + a,h' ; k', 
kürzer so: 

(216) 3( = <l>ro. 
Aus (215) ist sofort klar, daß 

<2)ro = ro<l> 

ist, was der Bedingung für eine symmetrische Dyade entspricht. 
Die hier angenommenen Achsen nennt man Hauptachsen des 
Tensors. Beziehen wir (a) Nr. 40 auch auf diese Hauptachsen und 
vergleichen mit (214), so liefert uns eine skalare Multiplikation 
z. B. mit f': . 

Ä^ = a^ ' i'ro ^^®^ ^'^0 ^ ~^ "^w- 

I 

Da aber 

(i'ro)' + (i'to)* + (k'ro)* =1 



ist, so erhalten wir 



-^1 1-^2 I -^s" 



(217) -^ + ^h +.% = 1 



«1 «2 «8 



d. h. der Endpunkt des Tensors 3C bleibt, bei der Bewegung von 
To, ständig auf der Oberfläche eines El lipsoids, welches wir Tensor- 
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ellipsoid nennen wollen und dessen Halbachsen durch a^, a^ und 
«8 gegeben sind. Diese Größen wollen wir die Hauptwerte des 
Tensors nennen. 

43. Koordinatentransformation. Wir haben in (2 1 4) gezeigt, 
wie ein Tensor durch seine Hauptwerte ausgedrückt werden kann. 
Die linke Seite von (214) kann man sich dargestellt denken durch 
(a) Nr. 40, (205) oder (206) , also durch ein beliebig gelagertes 
Koordinatensystem i, i, k mit demselben Koordinatenanfang. Es 
ist manchmal notwendig, den Übergang von dem System i', }', k' 
zu dem System i, ji, k auszuführen oder umgekehrt. Wir wollen 
diesen Übergang hier ausführen. 

Wir haben allgemein 



(218) 



Z, = iX, + lY, + hZ,. 



Für die Hauptachsen l', j', k' verschwinden alle Größen in 

(218) außer X^, Y , Z^, welche dann in die Hauptwerte o^, Oj, a^ 
übergehen. 

Aus (207) und (218) folgt 

(219) X,= r,; X. = Z,; F, = Z^. 

r' 

Mithin sind zur Bestimmung eines Tensors sechs Größen not- 
wendig, und zwar 

W ^x^ ^yi ^if ^yi ^*? ^x- 

Außerdem müssen noch drei Größen gegeben sein, welche von 
der Lage des Aufpunktes abhängen. Hiervon wollen wir, wie oben 
schon erwähnt, absehen und uns nur mit den Größen (a) be- 
schäftigen. Sind anderseits die Hauptwerte gegeben, so gehört 
zur Bestimmung des Tensors noch die Angabe der Lagen der 
Hauptachsen. Also auch hierbei sind sechs Größen notwendig. 

Die Beziehungen zwischen den Haupt werten und (a) erhält 
man folgendermaßen. 

Aus (214) folgt 

(b) ;3Cro « (i'ro)^a, + (i\,y a, + (k'r.Y a,. 

y. Ignatowsky, Vektoranalysis. I. 7 
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Wir denken uns jetzt die linke Seite von (b) mit Hilfe von (205) 
dargestellt und lassen r^ mit i zusammenfallen, dann ist 

oder infolge (218) und (b) 

(220) 5C,i = X, « {x'iy a, + (ff)« a, + (k'iY a, 

oder kurz 

(220a) ^x = 9(i). 

Ähnliche Ausdrücke erhalten wir für Y und Z,, so daß 

(221) r^=9(0; ^,-9(h), 

d. h. Yy und Z^ bestimmen sich ebenfalls durch (220), nur daß 
I bzw. k an Stelle von i treten. Die Kosinusse ff, \i usw. müssen 
uns bekannt sein, denn sie geben die Lagen der Hauptachsen i', f, \l 
zu den willkürlichen Achsen i, |, k an. 

. Lassen wir jetzt in (214) x^ mit i zusammenfallen, so erhalten 
wir auf der linken Seite %^. Multiplizieren wir beiderseits mit j, 
so folgt nach (218) und (^219) 

(222) 5C^} « r, = Xy = i'f . t'ia^ + Vi • fioa + k'i • k'ia^ 
oder in leichtverständlicher Weise 

(223) Z. = Z, =^(f,k) 

Iz, = r. = ^(i,k). 

Addieren wir (220) und (221) und berücksichtigen, daß 

(i'f)* + 0'i)* + (i'k)'=l usw. 
ist, so eriialten wir 

(224) J-=X,+ ry+Z. = a. +03+08, 

d. h. J ist eine Invariant^in bezug auf die Lage des Koordinaten- 
systems^ also eine spezifische Konstante des Tensors, die sich nur 
mit der Lage des Aufpunktes im Baume ändert. 

44. Weitere Eigenschaften eines Tensors. Wir wollen, 
hier noch einige weitere Eigenschaften eines Tensors untersuchen, 
die uns bei der Anwendung auf die Kristalloptik von Wichtigkeit 
sein werden. 
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Da wir hier nur ein Koordinatensystem benutzen wollen, das 
mit den Hauptachsen zusammenfällt, so können wir die Striche 
in (214) weglassen und erhalten statt 
dieser Gleichung 

(225) ;X = aii.iro + ajiiro + a3liliro, 

wo Oj, o^, a^ die Hauptwerte bedeuten. 

Wir führen jetzt zwei Einheitsvektoren 
n und n' ein, beide vom Eoordinatenanfang 
gezogen gedacht. Diese Vektoren sollen -^ 
in der Ebene von ;^ und r^ liegen, und 
außerdem soll n senkrecht zu ;X und n' 
senkrecht zu Vq sein (Fig. 27). Eine solche Ebene wollen wir 
eine Hauptebene nennen. Demnach ist die Zeichenebene der 
Fig. 2J eine Hauptebene. 

Aus den Bedingungen für n und n' folgt 




(226) 



Zn = 0, XqU = 0. 



Wir zerlegen jetzt 31 in zwei Vektoren: 0-4 == 5it, parallel tt, 
und AB = pTq, parallel r© (Fig. 27), und erhalten dann 

Ganz analog können wir auch Vq zerlegen 

fo "= *^ + ^« • 

Multiplizieren wir diese beiden Gleichungen skalar mit n bzw. n', 
so fließt aus (226): 

O^PTqU + s 

« h3in + l. 
Hieraus lassen sich l und s bestimmen, und wir können schreiben 

(227) :3(-i?(ro-ron.tt) 

(228) ro = Ä(;3C — 3Cn'-n'). 

Bezeichnen wir den Winkel zwischen ;3C und Tq durch 9, positiv 
gerechnet von % zu Xq (Fig. 27), und den Betrag von 3C durch 
A, so liefert (227) 

X229) Xx^ =i?(l - (rott)O -p cos^, 

7* 
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imd wegen 5Cro =* -4 cos q) ergibt sich 

(230) ^ = i? cos (p. 

Aus (228) und (226) folgt weiter 

(a) l=A3(ro 

und hieraus 

(231) l^phcos^tp. 

Wir nehmen jetzt irgendeine Lage für Xq an. Dadurch sind ;3C, 
It, tt' und die Lage der Hauptebene bestimmt. Kehren wir das 
Zeichen von Vq um, so wird dies auch ;X tun. Demnach liegen 
in einer Hauptebene zwei gleiche und entgegengesetzte Werte 
von ;X und Tq. 

Wir halten jetzt diese Lage von n fest und untersuchen, ob 
es nicht bei dieser Lage von n noch andere Hauptebenen gibt. 
Dasselbe wollen wir auch fär eine feste Lage von n' tun und 
beide Fälle parallel behandeln. 

(n == fest). Dann erhalten wir für eine andere Hauptebene 

(b) 3t'=-i?'(ro' — Vn-n). 

Hieraus und aus (204) und (227) folgt 

(c) 0-i^')(W-V«-«0 = o. 

(n' = fest). Wir erhalten dann ganz analog 

(d) (h - Ä') {ZX - :Kn • nX) = 0. 
Angenommen, es sei 

(e) i>4=i>'» Ä4=Ä'. 

Dann folgt aus (c), da 3iX = pp' (jCqVq' — XqU • HTq) ist: 

(232) :xX = 

und aus (d), da TqTq ^ hh' (5C;X'— 3Cn'- it';X') ist: 
(233) roV « 0. 

Hieraus schließen wir, daß, falls die Ungleichungen (e) erfüllt 
sind, es bei festgehaltenem n nur zwei Hauptebenen gibt, die zu- 
einander senkrecht stehen, und analog bei festgehaltenem n'. Dem- 
entsprechend erhalten wir auch je zwei Werte für p und h. 
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Lassen wir jetzt rg mit der X-Achse zusammenfallen, danja 
liefert (225): 

(fi) ;3( = flsk. 

Da also in diesem Fall 31 und Vq in eine Richtung fallen, wird 
(Q cos qp = 1 , 



und es muß auch it = It ' sein und in die X Y- Ebene zu liegen 
kommen. Deshalb folgt aus (227) und (231) 



Ä) 



JP = «3> ^ 



P 



a. 



Dreht man it um die Z- Achse, so ändern sich die Ausdrücke (f) 
nicht. Analoge Resultate ergeben sich, falls Tq bzw. X mit einer 
der anderen Achsen zusammenfällt. 

Ist außerdem it = f == n', d. h. ist die eine Hauptebene die 
XZ- Ebene, so wird, wie leicht einzusehen, die XY- Ebene die 
zweite Hauptebene sein, und wir erhalten hierfür 



(234) 



n = i = n 

1^1 = «85 JP2 = «2 
Äl = T5 ^2 = TT 



a« 



a« 



Analoge Werte finden wir, falls n = tl' ist und mit einer der 
anderen Achsen zusammenfällt. Es werden hierbei demnach die 
Koordinatenebenen je paarweise die Hauptebenen von 3t sein. 

-Wir wollen jetzt die Werte von p und h für eine beliebige 
Richtung von n bzw. n' bestimmen. Zu dem Zweck setzen wir 
links in (227) statt 3C den Ausdruck (225). Die skalare 
Multiplikation der so erhaltenen Gleichung, z. B. mit t, liefert 
% f Tq *= i? (fot — rQti • ni) oder: 

tn 



(235) 



ir« ^pr^n 



P -a^ 
in 



hx, 



'p-a, 

hn 

PTqH 
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Aus (228) und (225) erhalten wir ganz analog 

ttt' 



(236) 



tr. 



hZn 



htti 



|r,-A3tn ^^^—^ 



kr« «= Ä3Ctt' 



Im' 



ÄO, 



Multiplizieren wir jetzt die Gleichungen (235) sukzessive mit 
fa^, iflg, ka^ und addieren, so ergibt ein Vergleich mit (225) 

(237) 3C == i>ron * + ^—^ — - H — • 

Oanz analog folgt aus (236) und der Beziehung 
(g) ro =- iro • i + ifo • i + lifo " ^ 

Aus (237) und (226) erhalten wir, falls Xott + ist, 
(239) 



(ttt)'ai ^ gjO!«, ^ (iin)'a, _ ^ 



und aus (238) und (226), falls :^n' + ist. 



(240) 



{inr 



iiny 



(kn')* 



a^ — 1 "• Äa, — 1 ' Äa, — 



= 0. 



Aus diesen Gleichungen können wir für ein gegebenes tt bzw. n' 
p und h bestimmen und erhalten, da diese Gleichungen quadratisch 
in bezugauf^ und h sind, die gesuchten zwei Werte dieser Größen. 

45. Hilfstensoren. Zwecks weiterer Untersuchung wollen 
wir annehmen, es sei 

(241) a8>a2>ai>0. 

Wir fahren zwei Hilfstensoren, mit denselben Richtungen der 
Hauptachsen wie ;X, ein 



(242) 
(243) 
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wo die entsprechenden Hauptwerte gegeben sind durch 
(244) { 1 1 1 



Aus (241) folgt, daß b und m reelle Größen sind. 

Wir legen jetzt zwei Ebenen durch den Koordinatenanfang. 
Die eine soll senkrecht zu n sein, die n- Ebene, und die andere 
senkrecht zu n', die it'- Ebene. 

Aus der analytischen Geometrie ist bekannt, daß die Schnitt- 
kurve einer Ebene mit einem EUipsoid eine Ellipse ergibt. Wir 
bestimmen jetzt die Halbachsen, bzw. q^ und g^j derjenigen Ellipse, 
welche durch die n- Ebene und das EUipsoid von ß entsteht, und 
desgleichen die Halbachsen, bzw.Wj und Wg, der Ellipse dern'-Ebene 
und des Ellipsoids von 0i. Es bestimmen sich z. B. q^ und q^ 
aus der in g* quadratischen Gleichung: 

und desgleichen erhalten wir f&r u 

(246) i?:>^I+^+^>>| = 0. 

Im Hinblick auf (244) erkennen wir, daß (245) mit (239) 
und (246) mit (240) identisch wird, d. h. 

(247) ^ = g8, Ä =3 1^« 

und aus (231) folgt 

(248) 1 == qu cos cp. 

Demnach bestimmen die Halbachsen der Ellipse der n- Ebene 
die Werte von p und die Halbachsen der Ellipse der n'-Ebene die- 
jenigen von Ä. 

Wir wollen beweisen, daß diese Halbachsen außerdem in den 
Hauptebenen liegen und dadurch die Lagen der Hauptebenen be- 
stimmen. 

Zu dem Zweck multiplizieren wir (225) skalar mit Tq und er- 
halten unter Berücksichtigung von (244) und (229): 

(a) 3Cro = (iXoTbl + 0ro)»6| + (kt^yb* = p cos» v ■ 
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Legen wir jetzt an das EUipsoid von ß eine Tangentialebene 
senkrecht zu Tq, so ist bekanntlich (a) nichts anderes als das 
Quadrat der Normale iV, welche vom Koordinatenanfang auf diese 
Ebene gefällt ist. Es ist deshalb 

(249) JV2 = 3tro=i?cosV. 

Bezeichnen wir durch q die Länge eines Radiusvektors vom 
Koordinatenanfang bis zur Oberfläche des Ellipsoids von ß und 
durch t den entsprechenden Einheitsvektor, so erhalten wir aus 
der Gleichung des Ellipsoids in bekannter Weise 

1 (it)* , der . (kty 



W -* "■ 6? "^ 6! "^ bl ' 



Lassen wir jetzt t mit 2. zusammenfallen und berücksichtigen, daß 
laut (225), (230) und (244) 

iro . a, iro • bl 

IC = — . — = usw. 

A p cos <p 

ist, so ergibt (b) mit Hülfe von (a) q^ = p^ d. h. 

(c) Q^q. 

Ganz analog erhalten wir für die Länge q^ eines Radiusvektors 
des Ellipsoids von fiH längs der Richtung von Xq aus 

1 (Kl , (iro)! , (ft^or 

und wegen (244) und (249): 

1 = qIp cos^ (p 

oder nach (231)' und (247): 

(d) Qi-u, 

Da aber 31 in der Ebene der Ellipse der n-Ebene liegt und r^ 
in der Ebene der Ellipse der n '-Ebene, und q und u die ent- 
sprechenden Halbachsen sind, so folgt aus (c) und (d), daß ;X 
und Vq mit diesen Halbachsen zusammenfallen müssen. Dadurch 
ist bewiesen, daß die Lagen der Hauptebenen durch die Halb- 
achsen q und u bestimmt sind. 

Aus (249) folgt weiter 

(e) > JV = g cos 9 , 
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was zusammen mit (c) lehrt, daß die zu Tq senkrechte Tangential- 
ebene an das EUipsoid von ß es im Durchstoßpunkt mit 5C berührt. 
Hierdurch sind wir imstande, bei gegebenen Hauptwerten 
a^, «2, «3, für eine bestimmte Richtung eines der drei Vektoren 
r^, n, tt' die zwei anderen zu bestimmen, die Lage der Hauptebenen 
und die Werte von g. und u, bzw. p und h. Da die Hauptwerte 
gegeben sind, so können wir die drei Ellipsoide von ;?(, KB und fiÜ 
konstruieren. 

Wir wollen uns das ausgeführt denken und Xq als gegeben an- 
nehmen. Dann ergibt die Tangentialebene an das EUipsoid von KB, 
senkrecht zu r^, durch ihren Berührungspunkt die Richtung von 3C. 
Dadurch ist die Hauptebene festgelegt und ebenso die Richtungen 
von n und n'. Die entsprechenden Schnittellipsen ergeben u und 

, q und die Lagen der anderen, durch n und tt gehenden Haupt- 

ebenen. Ist u gegeben, so bestimmt die entsprechende Schnitt- 
ellipse des EUipsoids von KB die Lagen von 3C und der Hauptebenen. 
Die Normale vom Koordinatenanfang auf die Tangentialebene an 
das EUipsoid von KB am Durchstoßpunkt mit ^ liefert die Richtung 
von Xq, wodurch n' bestimmt wird usw. Analog verfährt man, 
falls n' gegeben ist. 

Bekanntlich hat ein EUipsoid zwei Kreisschnitte, deren Radien 
gleich und zwar gleich der mittleren Halbachse des EUipsoids sind. 
Die Ebenen dieser Kreisschnitte schneiden sich längs dieser Achse, 
und die Zentren liegen im Koordinatenanfang. 

Wir legen jetzt durch einen beliebigen, vom Koordinatenanfang 
gezogenen Radiusvektor r zwei Ebenen, welche durch die beiden 
Achsen der Kreisschnitte gehen sollen, d. h. durch die auf die 

'^ Kreisschnitte im Mittelpunkt errichteten Normalen. Diese Ebenen 

wollen wir Nebenebenen von r, in bezug auf das gegebene 
EUipsoid, nennen. Legen wir durch den Koordinatenanfang eine 
Ebene senkrecht zu c, so folgt bekannterweise, daß diejenigen 
Ebenen, welche durch c und die Halbachsen der entsprechenden 
Schnittellipse gelegt sind, die Winkel zwischen den Nebenebenen 
von t halbieren. 

* Hierdurch erhalten wir eine andere Möglichkeit, die Lagen der 

Hauptebenen zu bestimmen, denn aus dem eben Gesagten folgt: 
Die Hauptebenen, bei festem n, halbieren die Winkel zwischen den 

4' Nebenebenen von n in bezug auf das EUipsoid von KB, und analog 

halbieren die Hauptebenen bei festem it ' die Winkel zwischen den 
Nebenebenen von n' in bezug auf das EUipsoid von ^. 
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Wir haben bis jetzt angenommen, daß die Ungleichungen (e) 
Nr. 44 erfüllt sind. Es kann aber auch 

(f) P^P, h^h' 

sein. Dieser Fall wird eintreten, wie leicht zu sehen, wenn n 
bzw. n' mit den Achsen der entsprechenden Kreisschnitte zusammen- 
ftlllt. Ist aber (f) erfüllt, so folgt unmittelbar aus (c) und (d) Nr. 44, 
daß es bei diesen Lagen von it bzw. tl' unendlich viele Haupt- 
ebenen gibt, die alle durch n bzw. n' gehen. 

Wir bezeichnen die entsprechenden n, falls n mit den Achsen 
der Kreisschnitte des EUipsoids von KB zusammenfällt, durch n^ 
und ttg und entsprechend durch t([ und n^? falls tt' mit den Achsen 
der Kreisschnitte des EUipsoids von ffl zusammenfUlli Für die 
positiven Richtungen dieser vier Vektoren nehmen wir diejenigen 
an, welche oberhalb der X Y-Ebene liegen, also nach der positiven 
Eichtung der Z- Achse zu. 

Bezeichnen wir femer 

(g) in,=^,;kn, = (7,;in; = ^;;K = ^2. 

so ist tHg = — ^i; kita == ^Tg; in^ « — ^^'; kn^ « g^ , 

und wir erhalten 

«1 = ^Sfi + ^^2; % ^ — ^ffi + ^Sf2 

K = ^^1 + ^^2? «2 = — ^^1 + ^^2- 



(250) 



Die Richtigkeit von (250) ergibt sich daraus, daß, laut (241), 
die mittleren Halbachsen der drei EUipsoide von ^X, KB und 0, mit 
der F-Achse zusammenfallen und infolgedessen die Achsen der 
Kreisschnitte in der XZ-Ebene liegen. 

Die Werte für die g bestimmen sich aus der analytisöhen 
Geometrie, unter Berücksichtigung von (241) und (244), zu 






— «i) 



— «1) 
(251) 



^^^h,y bl^bl y a,[a. 
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und 



(252) 



^2 W, ^ wj — w| f «8 — «1 



Machen wir jetzt li = %, so ist die Lage der Hauptebene beliebig. 
Bei ihrer Drehung um % ändert sich ständig der Winkel cp 
und geht bei einer vollen Umdrehung zweimal durch Null, da der 
Kreisschnitt durch die F- Achse geht und 31 im Kreisschnitt liegt. 

Wir bezeichnen durch i/; den Winkel zwischen der Hauptebene 
und der XZ-Ebene, positiv gerechnet im entgegengesetzten Sinne 
der Drehung des Uhrzeigers, falls man längs ttj hinblickt, wobei 
für 1/; = beide Ebenen zusammenfallen, und wollen jetzt die 
Beziehung zwischen cp und i/; ableiten. 

Für eine beliebige Lage der Hauptebene erhalten wir aus dem 
sphärischen Dreieck, welches durch t, nj und Tq gebildet wird, 

iro = ffi sin q) — ^g cos (p cos i/; 

und analog aus dem sphärischen Dreieck k, n^, Xq 

krQ = g^siaq) + g^ cos q> cos i/; 
wegen 

Vi^H = ff2 «öd yi-^-gi = ^1. 

Anderseits folgt aus (225), (226) und (g) 

Hieraus und aus den obigen Werten für xTq und ktQ gewinnen 
wir die gesuchte Beziehung 

(253) tgy = - cos f •[/(«» -«.X''.-jg^). 

Nehmen wir etwa i/; = an, so folgt aus (253), daß tg q) negativ 
ist, d. h. der Definition von (p in Nr. 44 zufolge liegt in diesem 
Fall n' zwischen n^ und der Z- Achse. 

Ganz analog erhalten wir, falls it' = «{ ist, aus den sphärischen 
Dreiecken, welche durch i, n', Zq und k, n', Zq gebildet werden, 
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wo !^Q den Einheitsvektor längs 2. bedeutet, unter Berücksichtigung 
der angenommenen positiven Eichtun g von cp, 

f ;3(o = — g[ sin cp — g^ cos g) ' cos 'tjj^ 

k^Q = — ^2 sin (jo + ff'i cos q) • cos i/Zi, 

wenn i/;i den Winkel zwischen der XZ-Ebene und der Hauptebene 
bei festem n' *= H^ bedeutet. Die positive Richtung von 7p^ be- 
stimmt sich genau so, wie diejenige von i/;, und ebenso bedeutet 
t/;j= das Zusammenfallen der Hauptebene mit der XZ- Ebene. 
Aus (g) Nr. 44, (226) und (g) fließt weiter 

tfo^j + ltro^2 = 0. 
Berücksichtigen wir noch, daß 

so erhalten wir aus diesen Gleichungen endlich 

(254) tg <p = - cos i/;i ^^-^-^ ^-^^-^ ~ 

d. h. bei i/^i = liegt it zwischen der X-Achse und n[. 
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3 (12) 3(1Ö =- falls 3i±ß 

3 (13) 3(;X = 5l^ = ^^ 

3 (14) ;x;3(o -= Ä 

4 (21) [;3Clö] = falls ;3C || lQ 

5 (27) Z[ß(B] = (£[;X1B] = ß[€X] 
5 (29) [^[^<^]] = 1Ö • ;X« - « . 5llÖ 

5 (32) 5C[iÖ(E]=0, falls3(,i3,€komplanarsmdoder3(||l3,oder3C||(f 

6(40) :^d:^Q = o 

9 (54) div 3Ci? =i? div 3( + ^^p 

9 (55) V^)g: = j9Vg + «Vi? 

10(59) (;3CV)lB=|;3C|ff 

10 (63) rot [i35l] = (51 V)lB - (i3 V);3( + KB div ;X - ;X div <B 

10 (65) div [Zß] = 1Ö rot ;X — ;2( rot jö 

U (68) V(;3(KB) = grad (;3(i3) = (;3CV)iÖ + (iBV)Tt + 

+ [;3C rot KB] + [ß rot ;3C] 

U (69) rot ;3Ci) = i? rot 5C — [;3( V^)] 

U (70) V5l^ « 2 (;3CV);3( + 2 [;X rot 3(] 

U (73) C(3CV)KB = 5((CV)lB + 3C[CrotlB] 

11 (74) 1ÖV51^=-2;3((1BV);X 

12 (79a) rot^ ;x = V div ;X - V^;3C 
12 (80) rot Vi) = 

12 (81) div rot 5( = 

12 (84) V^iJKB = ß div Vp, falls ß = konst. 
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13 (87) 
18 (90) 



14 


(91) 


14 


(92) 


14 


(93) 


14 


(94) 


15 


(97) 


15 


(100) 


16 


(101) 


16 


(102) 


17 


(107) 


81 


(162) 


81 


(163) 



84 (176) 
84 (178) 



fn rot :^df-=-J:^di (Stokesscher Satz) 
f L 

JinVpldf^fpdi 

f L 

f!^df==fdiy!Kdv (G au ß scher Satz) 

F V 

Jpd^ ^ fVpdv 

F V 

f[dfß]=^ frotßdv 

F V 

fV^3idv'^f\d^V)% 



F 



div r = 3 

(;xV)r « ;x 



(roV)^=- 



r 



d^ 
dr 



5 
r 



[Zß] = f (A-Bs - A-B») + HA^i - A-B«) + 
„ 1 dp , . 1 dp , 1 dp 



ai^2t 1 ldÄ,NP dA^MP dA^N)^ 

^^^•^ MNP\ da ^ dß ^ dr I 

1 (dMA, dPÄ^\ 1 / dNÄ^ dMA,\ 

'^^MP\ dy da I^^MnK da dß } 



34 (181) 



dy 



MNP 







NF^dp 
~M da 



^MPdp ^MNdp 



Ca 



+ 



N dß 
dß 



+ 



P dy 

dy 



1 
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35 (188) gradi, = V^, - tg + i| + k|f 
35(189) divVp = y«^ = g + 3^ + |^ 

85 (190) div ;a = ^ + -^ + ^ 

^ -^ dx oy dz 

Die t-Komponente von V^Ji ist 
35 (192) t V*:3C = J^ + ^ + J^ = div V^, 

Die t-Komponente von (^V)iÖ ist 

85 (193) t(3C V)1B = A ^ + ^ ^ + A ^- 
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